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Uitwerkingen hoofdstuk 1

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

Even = {n |n =2k, ke Z}

Oneven = {n |[n=2k+1, ke Z}

. Drievouden = {n |n =3k, k € Z}

Negatieve gehele getallen = {n |n <0, n € Z}

Stel a € Even en b € Even. Dan geldt: a = 2k; en b = 2k; voor
zekere k1 € Z enky € Z. Hieruit volgt: a +b = 2ky + 2k =
2(k1 + kp). Dus a + b is van de vorm 2k, met k = ky + ky. Dus
a+b € Even

Stela € Evenen b € Even. Danis: a = 2k; enb = 2k, voor
zekere ky € Z en ky € Z. Hieruit volgt: ab = 2ky - 2ky = 2(2k1kz).
Dus ab is van de vorm 2k, met k = 2k1k,. Dus a + b € Even

De verzameling van de oneven getallen is niet gesloten voor de
optelling. Om dat aan te tonen heb je aan één tegenvoorbeeld
genoeg, zoals: 3 +5 = 8. In het algemeen geldt: twee oneven
getallen bij elkaar opgeteld leveren een even getal.

De verzameling van de oneven getallen is gesloten voor de
vermenigvuldiging.

Stela € Onevenenb € Oneven. Danis: a = 2k; +1en

b = 2ky 4+ 1 voor zekere k; € Z enk, € Z.

Hieruit volgt: ab = (2ky +1)(2ky + 1) = 4kiky + 2ky + 2k +
1 = 2(2k1ky + k1 4+ k2) + 1. Dus ab is van de vorm 2k + 1, met
k = 2k1ky 4+ k1 + k. Dus ab € Oneven

OPTELLEN VERMENIG- AFTREKKEN DELEN

VULDIGEN (niet door nul)
commutatief? ja ja nee nee
associatief? ja ja nee nee

= (0.857142

= 0.21875

B o

7 _
= 0.235

o s

17 = 0.4705882352941176

N

x = 0.17, dus 100x = 17.17. Trek deze beide van elkaar af en je
vindt 99x = 17, oftewel x = %
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17.
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19.
20.

21.

22.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33

x = 0.9, dus 10x = 9.9. Trek deze beide van elkaar af en je vindt
9x = 9 oftewel x = 1. Dit is een wel heel bijzonder resultaat:
0.99999..., een oneindig voortlopende rij negens, dat gelijk is aan
1.

x = 247, dus 100x = 247.47. Trek deze beide van elkaar af en je
vindt 99x = 245, oftewel x = 2

x = 3.914765, dus 1000000x = 3914765.14765 en 10x = 39.14765.

Trek deze beide van elkaar af en je vindt: 999990x = 3914726,

__ 3914726
oftewel x = Tga5p

2ti-s=nth oG- B
T PR
R
se-B-F-F $-32-3
x+x_xy+xl fx(]/+1)

y y y

3(x—1) x*+3x+3x—3 x*+6x—3
x(x—1) x(x—1) ox(x—1)

x—1+§:x(x—1)

1 1 1 222 2y 2%y 22 +2y+x%y

T2 T T 0, T2 2, 2

y o x= 2 2xty  2x7y  2x%y 2x%y
2.3

Xy~z = y22

xXyz

dx(x+1)+6x°  2x[2(x+1)+3x?]  2(x+1)+3x2 3x2+2x+2
2x(x+1) 2x(x +1) N x+1 o x+1

2y 3xty 2y Bx+y 2% 3xt+y 2’ -Bx—y
X2z  xyz  xz  xyz = Xyz = Xxyz xyz

(x+1)2(x+2)*(x —5)° (x+1)(x—5) _x>*—4x-5

G+ 1)(x—52(x+2)°f  (x+22 ' x21dxr+4

Het product van twee rationale getallen § en § is: § - 5 = 75. Dit

is een rationaal getal, want ac en bd zijn beide elementen van Z.

. a C iq. 4 ¢ _ ad+bc
De som van twee rationale getallen pengisi g+ 45 =557 en

dit is een rationaal getal.

De verzameling irrationale getallen is niet gesloten voor de
optelling, er geldt bijvoorbeeld: %n + (—%n) = 0. Zowel %n als
—%71 is irrationaal, maar O is rationaal.

De verzameling irrationale getallen is niet gesloten voor de
vermenigvuldiging, er geldt bijvoorbeeld: \@ /2 =2.En+2is

irrationaal, maar 2 is rationaal, en dus niet irrationaal.



34.

35-

36.

37-

38.

39-

Geef een getallenvoorbeeld bij elk van de eigenschappen 2 tot en
met 7 van ongelijkheden uit paragraaf 1.13.

2. 2<4en4<6,dangeldt2 <6

3. 2<4,danis2+10 <4+ 10 (en ook 2 — 10 < 4 — 10)
4. 2<4en3 <5,danis2+3 <4+5

5. 2<4,danis2-5<4-5

6. 2<4,danis2-—-5>4--5

7. 0<2<4,danis%>%

De breuk % levert een eindige decimale breuk als in de staart-
deling rest 0 komt. Voorbeelden daarvan zijn 411 = 0.25, % =02
of ﬁ = 0.01. Voor welke getallen n is dat nog meer het geval?

Als eerste kun je opmerken dat het niet uitmaakt of je %, 1}1—0, of
100

n
bevatten dezelfde cijfers, in de uitkomst is alleen de decimale

of g uitrekent (k een positief geheel getal), alle uitkomsten

punt verplaatst. De vraag is dus welke getallen n een deler zijn
van 10F (waarbij k een positief geheel getal is). Omdat 10 = 2 -5,
is 10 = (2-5)k = 25K, dus delers van 10 zijn machten van

2 (tot 2¥), machten van 5 (tot 55), en combinaties van die twee.
Voorbeelden zijn n = 23 =8 n=52=25enn = 2352 = 200. Dus
in het algemeen levert % een eindige decimale breuk als n van de
vorm 2751 is, waarbij p,q € N

Stel dat 1 + 7 een rationaal getal is. Dan geldt: 1+ 7 = ¢, voor
zekere a,b € Z. Hieruit volgt m = § —1 = — % = ";hb = p, met
¢ =a—b. Dus isvan de vorm ; metcenb € Zendusis
rationaal. Dit is in tegenspraak met het gegeven dat 7 irrationaal
is. Dus kan 1 + 7 niet rationaal zijn, maar moet irrationaal zijn.
Voor 2 4 7t gaat het bewijs analoog. Hieruit volgt ook, dat als

je eenmaal een irrationaal getal hebt, je oneindig veel andere
irrationale getallen kunt maken door er een geheel getal bij op te

tellen.

Stel dat % 2 rationaal is. Dan geldt: %ﬁ = %, voor zekere

a,b € Z. Hieruit volgt V2 = 2—;, en dus is /2 rationaal. Dit is
in tegenspraak met het gegeven dat /2 irrationaal is. Dus moet
% 2 irrationaal zijn.

Noem het irrationale getal x, en het rationale getal . Dan is r

te schrijven als 7. Stel dat de som van x en r rationaal is. Dan is

x+r=4g,dusisx+§ =5, endusisx = 57 = hcb}”d,endat

zou betekenen dat x rationaal is, wat in tegenspraak is met het
gegeven.

12=2-2-3en28 =2-2-7. Wat deze aan factoren gemeenschap-
pelijk hebben is 2 - 2. Dus de ggd is 4. Het kgvis4-3-7 = 84.
Alternatief: de ggd bereken je met 28 — 12 — 4 — 0. Dus de ggd

UITWERKINGEN HOOFDSTUK 1
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47. ggd

48.

49.

50.
51.

52.

. . . . _ 1228
is 4. Het kgv is (zie stelling 1.16) k = ~5= = 84.

100=2-2-5-5en 1060 =2-2-5-53. Dus de ggd is 2-2 -5 = 20.

Het kgvis2-2-5-5-53 = 5300
Alternatief: de ggd bereken je met 1060 — 100 — 60 —
40 — 20 — 0. Dus de ggd is 20. Met stelling 1.16 vind je
k= 100-1060 = 5300.

20

17 =17 en 20 = 22 - 5. De ggd is 1, het kgv is 22 - 5- 17 = 340.

Alternatief: de ggd bereken je met20 -+ 17 -3 -2 -1 — 0.

Dus de ggd is 1. Met stelling 1.16 vind je k = ~5= = 340.

17=17en 102 =2-3-17. De ggd is 17, het kgv is 2-3 - 17 = 102.

Alternatief: de ggd bereken je met 102 — 17 — 0. Dus de ggd is

17. Met stelling 1.16 vind je k = % =102.

104 = 23-13en 221 = 13- 17. Dus de ggd is 13. Het kgv is
2%.13-17 = 1768.

Alternatief: de ggd bereken je met 221 — 104 — 13 — 0, dus de

ggd = 13. Met stelling 1.16 vind je k = M = 1768.

2016 = 2°-3%-.7en2310 = 2-3:5-7-11. Dus de ggd is

2.3.7 =42 Hetkgvis2°-32-5-7-11 = 110880.

Alternatief: de ggd bereken je met 2310 — 2016 — 294 —

252 — 42 — 0, dus de ggd = 42. Met stelling 1.16 vind je
— 2016-2310 _

k = =572 = 110880.

6=2-3,15=3-5en 21 =3-7. Dus de ggd is 3.

Het kgvis2-3-5-7 = 210.

Als alternatief kun je ggd(a, b, c) uitrekenen met ggd(ggd(a,b),
en kgv(a, b, c) met kgv(kgv(a,b), c), maar dit lijkt meer werk.

72=2%.32,84=2%2.3-7en 126 =2-32.7.

Dus de ggd is 2 - 3 = 6. Het kgv is 23 - 32 . 7 = 504.
(12,28) = 4, dus deel teller en noemer door 4: 32 = 3.
5 35
84

a1

kgv(12,28) = 84, dus maak 84 van beide noemers: 7 + 3 =

c),

+

04,221) = 13, dus deel teller en noemer door 13: %gzll = %.

gd(1

( 04, 221) = 1768, dus maak 1768 van beide noemers:

_ 25
101+ 27 = 1768 + s = st

ggd(2016,2310)

2016 _ 48
2310 — 55

= 42, dus deel teller en noemer door 42:

kgv(2016,2310) = 110880, dus maak 110880 van beide noemers:

1 __ 3x55 24 117  __ 13

2016 = 2310 — 110880 =~ 110880 — 110880 — 12320°
10—-2| =8
2-10/ =8

|7t — 4| =4 — 7, immers: 7 — 4 is negatief, dus 4 — 7 is positief.

Q=
sl

OO‘U‘I
I [=)

e
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54.
55.
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57-

58.

59-.
60.

61.
62.
63.
64.
65.

66.

67.

68.

69.

70.

2-va=2-v2

|x| = x,als x >0

|x| = —x,als x <0
|x—2|=x—2alsx>2en|x—2|=2—xalsx <2

[x+2] =x+2alsx > —2en|x+2| = —(x+2) = —x—2als
x < =2

|2x—1|=2x—Tlalsx>1len|2x—1|=—(2x—1) = —2x+1als
x<3

|x% 42| = x% + 2, voor alle x

x > —2en x < 2is gelijkwaardig met |x| <2

—3 < x < 3 is gelijkwaardig met |x| < 3

x > 5 of x < —5 is gelijkwaardig met |x| > 5

Va2 = x|

Uit (1) volgt: x —2=6Vx—2=—6,dusx =8V x = —4

Uit (2) volgt: —6 < x —2 < 6, overal 2 bij optellen levert:
—4<x<8

Uit (2) volgt: —1 < x4+ 3 < 1, overal —3 bij optellen levert:
—4<x< =2

Onderscheid drie gevallen:

a.x>2(endusookx>1), b.1<x<2en c x<1.

a. Alsx > 2,danis [x — 1|+ |x =2 =x—1+4+x—2 > 1,dus
2x —3 > 1, dus 2x > 4, oftewel x > 2.

b.Alsl1 <x<2danis|x—1|+|x—2|=x—-1—-(x—2)=1>1.
Dit (1 > 1) is strijdig, dus heeft geen oplossing.

c. Alsx < 1,danis|[x —1|+[x -2 =1—-x+2—-x > 1,

dus —2x +3 > 1,dus —2x > —2, oftewel x < 1 (ditisin
overeenstemming met de beginvoorwaarde x < 1).

De oplossing is dus: x <1V x > 2.

—8<x<?2
—-5<x+3<5
Dus |x + 3| < 5.
-1<x<0
1 11
—§§x+§§§
Dus |x + | < 1.
2<x<6

—2<x—-4<2

UITWERKINGEN HOOFDSTUK 1
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Dus |x —4| < 2.

71.
a< x <b
o <xongbcpoogp
1| _ b
Dus ‘x— HT’ < &
72.(a) Alsx>0ismzfz+1. Alsx<015m:_—x:—1
x X x x
) Alsx>0is .= = X _ 4
—x —x
Alsx<0is =X = =Xy
—x —x
(c) Alsx >0is|x|—|—x|=x—x=0.
Alsx <0is x| — | —x] =—x—(—x) =0
73. Pas definitie 1.19 toe:
Alsx > 0,danis |x| = x,en| — x| = —(—x) = x. Beide
antwoorden zijn gelijk. Als x < 0, danis [x| = —x, en | — x| = —x.
Beide antwoorden zijn gelijk. Dus Vx : |x| = | — x|.

74. Als x >0, danis —x <0, en dusis —x < x of: —|x| < x.
Uit x > 0 volgt ook x = |x|, dus samenvattend geldt: —|x| < x =
|x].
Als x < 0,dan is —|x| = x. Verder is dan |x| > 0, dus x < |x|,
dus samenvattend geldt: —|x| = x < |x|.
Uit —|x| < x = |x| en —|x| = x < |x| tezamen volgt dat
—|x| < x < |x| voor alle x.

75. Eigenschap 6 (paragraaf 1.16) zegt: |ab| = |a||b|. Stel b = %, c#0.

1 1 1 1 1
Alsc>0,danis |-| = - = —. Alsc < 0,danis |-| = —.
cf ¢ | cl el
. |1 1
Dus in het algemeen is o T
1 1
Verder is |a||b| = |a| |=| = |a] = = la]
c e[ el
En |ab| = a-1 = ‘E‘
c c
Conclusie: ’%’ = lzl, (c # 0). Omdat c een willekeurig getal is

mag je ¢ door b vervangen.

76. Het rechter deel van eigenschap 5 (paragraaf 1.16) zegt: x < |x|.
Dus

a < la|
b < |b]



77-

78.

79-

8o.

81.

82.

83.

85.

86.
87.
88.
89.
90.
91.
92.
93.

94.

Beide ongelijkheden bij elkaar optellen levert:
a+b <la|+ |b|
Het linker deel van eigenschap 5 zegt: —|x| < x. Dus |x| > —x,

oftewel —x < |x|. In het bijzonder geldt: —b < |b|. Dit optellen
bij de ongelijkheid a < |a| levert a — b < |a| + |b|.

3 3 V5 _3V5 4

V5 V5 V5 5 3V3

34vV7 3+V7 V6 36442

e T e Ve~ & —1Vereva

7 7 2413 _72+V13) _ 144+7V13
2—y13 2-4/13 2413 4-13 -9
1 1 V2—3

V24V3 V243 V2-3
_ V2B _ V2B s

2—-3 -1
V3 VB V2 Ve
NIV I RN

= = —3V14—3V21+ 5v10+ 315

7-5
1-Va_1-va Va_a-a_1 . |

Va \/ﬁ Va4 a

Va va_ 1+va _ ata

1—\/5 1-Va 1+va 1-a

19 19 1-+v20 _ 19-19v20 _ 19-19v20
1+v20 1420 1-+v20 1-20 -19

= —14+v20=v20—-1=v4-5—-1=2V/5-1

2log 64 = 2log2° = 6

*log 64 = Hlog4® =3

8log 64 = 8log 8% =2

16]og 64 = 16log(16 - 4) = 1log(16 - 162) = 6log 1612 = 11
Zlog § =%log271 = -1

1010 1000000 = Vlog 10° = 6

Slog § =3log32 = -2

4log64~! = 4og (43)7l =4og43 = -3

Slog /3 = 3log3% =1

UITWERKINGEN HOOFDSTUK 1

7



8 ANALYSEBOEK

95.
96.
97
98.
99-

100.

101.

102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.

111.

112.
113.

114.

115.

116.

117. 3

3log1 =3log3® =0

5log 14 5 = log573% = -3

Slog3 =1

3log v27 = 3log (33)% = 3log3% =3
Plog p5 =5

plog \f = plogp—l = Flog pz% = 2%
p2

1
Plog {/p? = Vlog (p?)* = logp’ =}
2210g3
2%log5

5-3log9—2-2log16=5-2—-2-4=10-8=2

Zzlog 3-2log5 _

Zlog § -%log27 = —3-3 = —9

371081 516g0.04 = 30 -Slog L =1- -2 = —2

Flog (8log g?) =Flogp =1

10( 1OlogZ) (101010g2)5 25 =132

log2 = 0.3010

log20 =log(10-2) =log10 +log2 = 1 + 0.3010 = 1.3010

2og5 = 1285 = 23219

log2
Slog5 = 185 = 14650
4log5 = 1285 = 11610
log5 =1

log2 ~ 0.301 en log 3 ~ 0.477, dus
log 6 =log(2-3) =log2 +log3 ~ 0.301 + 0.477 = 0.778
log 128 = log27 =7-log2~7-0.301 =2.107

log 108 = log(4-27) = log (22-3%) = 2-log2+3-log3 ~
2-0.301+3-0.477 =2.033

logT log /3 —log V2 = llogSf%logZ% %-0.4777%-
0.301 = 0.088

5% = 2, neem links en rechts de logaritme: log5* = log2, dus
x-log5 =log2, dus x = % = 0.4307

10! = 5, dus log 10" = log5, dus t = log5 = 0.6990

= 2,duslog3t 10g2,dust log3 = log2~! dus t = —182 _

log3
—0.6310



118.

119.

120.

121.

122,

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

UITWERKINGEN HOOFDSTUK 1

4% = 6, dus log4* = log6, dus x = 157 = 1.2925

4t = 8, dus “log4*™! = *log8, dus x + 1 = %log8, dus
x= -1 +410g (4\/1) = —1+410g41% = _1.1_1% = %
*10g 16 + *logx = 1, dus 4 + *logx = 1, dus *logx = —3, dus
x=43=1

o4
og(x+2) =1,dusx +2 =4!, dus x =2

3log(2x —3) = 4, dus 2x — 3 = 3%, dus 2x = 84, dus x = 42

1.08* =2, dus x = %log2 = [ 8%, ~ 90065

1.087* = 2,dus —x = %log2, dus (zie vorige opgave) x ~
—9.0065

3x+1) =4,dus 3x+1=2% dus3x =15, dus x = 5

—_ =~

1-2x) = %,dusl—Zx = 3%,du52x = 1—+/3,dus

*log16 = 2,dus 16 = x?, dus x = +4. maar x = —4 is geen
oplossing omdat het grondtal positief moet zijn

logx = 5.1, dus x = 10>! ~ 125892
log x? = 8, dus 2 -log x = 8, dus log x = 4, dus x = 10*

77* = 15,dus “log7~* = “log15, dus —x = ’log15, dus

_ logl5 __
= — B2 ~ 13917

-3log x = ?log8, dus *logx =2-3, dus x = 3% =729

Nl—

2log x(108x) — 4 Uit stelling 1.32 volgt 2log x - 2log x = 4, dus

Zlogx = +2, dusx =4Vx =1

Het bewijs verloopt analoog aan dat van stelling 1.30. Stel x = g*
a

eny = g’ danis glog§ = glog% =3logg" P =a—b.

Verder volgt uit x = g eny = g’ dat8logx = aen dat
8logy = b. Dus glog§ =a—b=38logx —¢logy.

Stel x = g%, dan is Slog x = a.
glogxp = glog (g”)p = gloggp'a =p-a=p .glogx.

Stel x = p?, dan is a = Flog x.
Wat is $log x? 8log x = €log p” = a-8log p. Dus flog x = Flog x - flog p

1
ie: P =—.8
Conclusie: Flog x Slog p log x

9
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Uitwerkingen hoofdstuk 2

6 N 10
1. ) ajbc” 2. Y i=55
i=1 i=1

i=1 j=1
5 10

5. i+ Yi=1+24+3+4+5+6+7+8+9+4+10=0>55
i=1 i=6

n n
7. Yo =caytceap+---Fcap=clmta+---+a,)=c) a
i=1 i=1

n n
8. Yaixt Y b= (m+a+--4a,) £l +b+--+by) =
. L
n

ap by +aytby + --- +anibn:'zl(aiibi)
=

6
9. 14+34+54+74+94+11= Y 2i—1
i=1

4
10. 1-24+2-34+3-4+4-5=Y i(i+1)
i=1

5 1
1 1 1 1 1 _
11.j+1+g+ﬁ+3*2—125
i=1
6 | 6 .
12 1-3+}-3+%—%=YL(-1) 1F=,Z(*%)ll
i=1 i=1
n n—1
13. Y i— Y i=14+n
i=1 =2
2n 2”*25_271—1 2£ dn—1

LY s e - m— 1
4 X5 L 2 T2 2 S

15. d[(3,—4),(0,0)] = /(3—-0)2+ (-4 -0)2=+25=5

(o))

10.

A[(1V3. VD), (-3v3 1)) = (13- (-1v3) + (bv2
JB+ (V27 = 5

0 .
17.(a) Voor n =1 geldt: y20=20=1en2! —1=2—-1=1. Dus de
i=0
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bewering klopt voor n = 1.

Stel nu dat de bewering Z 2/ = 2" — 1 geldt voor zekere 7.
=0
Kun je dan bewijzen dat de bewering ook geldt voor n +1?

Je moet dus bewijzen dat (vul in de bewering # 4 1 voor # in):
¥ 2l = 2n 1,

i=0

Bewijs:

inductie-

1 onderstellmg
221—22’+2" (2"-1)+2"

i=0

=2.2"—1=2"1_1

En daarmee is de bewering bewezen.

liknami
®) 1 I 1 n 1 n n i gerlrjuizgmg on=lypn=24on=3 4 41 onderieel (a)
%n 41 8 1 2n 2n
TR T

18. Voor n = 0 geldt: 02 + 0 = 0 is even. Dus de bewering klopt voor
n=0.
Stel nu dat de bewering n? + 1 is even geldt voor zekere n. Kun je
dan bewijzen dat de bewering ook geldt voor n + 1?
Je moet dus bewijzen dat (vul in de bewering n 4 1 voor n in):
(n+1)2+ (n+1) is even.
Bewijs:

(m+1)2+m+1)=n*+2n+1+n+1=n*+n+2(n+1)

In de laatste uitdrukking is n% + n even vanwege de inductie-
onderstelling, en 2(n + 1) is even omdat het een tweevoud is.
Hiermee is het bewijs geleverd.

xl —
19. Voor n = 1 geldt: o

1 0 .
= len ) x' = 1. Dus de bewering
i=0
klopt voor n = 1.
n__ n—1
1 Z x' geldt voor zekere n. Kun

je dan bewijzen dat de bewermg ook geldt voor n +1?

Stel nu dat de bewering ad

Je moet dus bewijzen dat (vul in de bewering n 41 voor n in):

A+l _q noo.
—_— =Y X\
x—1 i=0
Bewijs:
" 1 inductie- n n
Z ; Z i+ onderstelhngx —1+ n X _1+x (x_l)
x = X X =
= x—1 x—1 x—1
I e Lt |
- x—1 R

En daarmee is de bewering bewezen.

20. Neem in het binomium van Newton (a4 b)" = Y/ _, (Z)anfkbk’
zie (25),a = Ten b = 1. Je krijgt dan (1+1)" = ©}_, ()17 *1F,
oftewel 2" =Y (})



21.

22.

23.

24.

Neem in het binomium van Newton, zie 2.5,4 = lenb =
—1. Je krijgt dan (1 — 1)" = Y7, ()1"F(—1)k, oftewel 0 =
oo ()
Uit 2.6 Vollgt: (0 - (~H+ (" Y. Dus
="+,
(3 = ("1 + ("3, et cetera. Dus:
D+ G+ =)+ T+ D+ () +- =55 ()
Uit opgave 20 volgt dat Y= 1 (" 1) = 211,

Pg g k=0 \ k

n

Dus Y (j) =2""

k oneven

n n
Uit opgave 20 volgtdat  }. (})+ L () =2"=2.2""1

k oneven k even

n
Uit opgave 22 volgt dat  }. () =2""1

k oneven

n
Dus ook Y. (})=2""!

k even

(a) Voor deze rekenkundige rij geldt: a =5env = —4
to=a+9% =5+49-—-4=-31

®) th=a+n—-1Nv=5+(n—-1)-—4=9—4n
(€ t1 =5, tyy1 =ty —4, n e N

(d) 9—4n = —43,dus4n =52, dusn =13

(€) su=4n(ty +t,) = In(5+9—4n) = In(14 — 4n)
(f) s10=13-10(14—4-10) =5-—26 = —130

(g) Som van de tweede tien termen is sp9 — s10.
S20 = % +20(14 — 4 -20) = —660.
De gevraagde som is dus —660 — (—130) = —530
Alternatief: de som van de tweede tien termen is
3-10(t11 + tao) = 5(—35+ —71) = 5- —106 = —530

10
25. Y k=1+243+4+5+6+7+8+9+10.
k=1

26.

De getallen vormen een rekenkundige rij met f; = 1, 1o = 10 en

10
v=1.Desomis Y k=4-10(1+10) = 55.
k=1
100
Evenzois Y, k = 1-100(1 + 100) = 5050,
k=1

1000
en Y k= }-1000(1 + 1000) = 500500.
k=1

1-15(120 + 8) = 960.

27. Het is een meetkundige rij met t; =2 enr = 3.

(@) to=2-3° =39366
) t, =2-3""1

De prijzen vormen een rekenkundige rij, met ps = 80 en v = —8.
Dus p; =80+5-8 =120. Dus p, =120+ (n—1) - —8 = 128 — 8n.
En dus is p15 = 8. De totale prijzenpot is 515 = % -15(p1 + p15) =

UITWERKINGEN HOOFDSTUK 2

13
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28.

29.

30.

31.

32.

33-

(c) t1 =2, tye1 = 3tn

(d) t, = 118098, dus 2 -3""1 = 118098, dus 3"~! = 59049.
Neem links en rechts de '%log: °log3"~! = °log 59049, dus

10] 4
n—1= ﬁ)ii:gg = 10, dus n = 11, dat wil zeggen
t11 = 118098.
1— 3"
(€ sp=2 175 _ (131 —31_1

1-3
(f) sy0 =310 —1 = 59048

Het is een meetkundige rij met t| = lenr = %

(@) tio = (%)9 = 5%

® = (3)"

© =1 tys1 =1ty

@ T s

De verschilrij is 5,4,3,2,1,0, —1, .... Dit is een rekenkundige rij
met v; = 5 en constant verschil van —1. Een directe formule voor
de verschilrijis v, =5+ (n —1) - —1 = 6 — n. Dus een indirecte
formule voor de oorspronkelijke rij is

t =10
tn+1:tn+6—1’l

De verschilrij is 3,6,9,12,15, .. .. Dit is een rekenkundige rij met
v1 = 3 en constant verschil van 3. Een directe formule voor de
verschilrij is v, = 3+ (n — 1) - 3 = 3n. Dus een indirecte formule
voor de oorspronkelijke rij is

=1
t?’l+l == tn +31’l

De verschilrij is 1,4,9,16,25,36, . ... Dit is een rij van kwadraten,
dus v, = n%. Een indirecte formule voor de oorspronkelijke rij is

t =2
ty1 =ty +n?

De verschilrij is 3,5,7,9,11, ..., dit zijn opeenvolgende oneven
getallen met v, = 2n 4 1,n > 1. Een recursieformule voor de
oorspronkelijke rij is dus

t=1
t?’lJrl :tn+2n+1

10110000 = 128 + 32 + 16 = 176 en 11101100 = 128 + 64 + 32 +
8+4 =236



34.() 15 = 1111, (d) 128 = 10000000,
(b) 16 = 10000, (e) 1023 = 1111111111,
() 127 = 1111111, (f) 1024 = 100 0000 0000,

35.(a) 1111, = 1510. En 1111, + 1111, = 11110, = 304

(b) 10010011, = 14730 en 01011011, = 9159
100100115 + 01011011, = 11101110, = 23840

n—-1
36. Stelg = Y 2. Danis g =20+ 21 422 ... 42" 1 = 111...1,
i=0 —
n enen

Als je 1 optelt bij dit binaire getal 111...1, krijg je 1000...0, en

n nullen

ditis 2". Dus g + 1 = 2", oftewel g = 2" — 1.

UITWERKINGEN HOOFDSTUK 2
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Uitwerkingen hoofdstuk 3

1. 2 —7x+12=(x—3)(x —4) =0,dus x =3V x = 4.

2. x2 —7x —11 = 0. De discriminant is D = 49 — 4 - —11 = 93, dus
X1y = 7%/9*3‘

3. 2+ x+3 = 0. De discriminantis D =1—4-3 = —11 < 0. Er
zijn geen oplossingen.

4 x> —14x—15=(x—15)(x+1) =0. Dusx = -1V x = 15.

5. —ax’+bx=—a—b<ax’>—bx—(a+b)=0.

D =1b*—4a-—(a+b) = b*>+4a® +4ab = (2a + b)%. Dus
xyp = PR g = Db — atb ey, = bBsh — Sh o g,
6. Gegevenis x> +2x—p+1=0,p € R.
(a) Twee oplossingenals D = 4 —4(—p+1) = 4p > 0, dus als
p > 0.

(b) Eén oplossing als D = 0, dus als p = 0.
(c) Geen oplossingen als D < 0, dus als p < 0.

7. x:%.ErmoetgeldenxyéO.xz%@xzzlﬁle\/x:—l.

1
8. x+2= P (x # —2),dus (x+2)2 =1 x+2 = £1,dus
x=-1Vx=-3
1
9. x+2= Pt (x#2),dus (x+2)(x —2) =1’ -4=1&
x2 =5, dus x = ++/5.

x+2 x—2
= } +2 2)2 = (x—2)2 24 4x+4=
2= 212 (x #£2),dus (x+2)* = (x —2)* & x* +4x+

x2—4x+4 < 8x=0,dus x =0.

10.

2
2% —
11.J;zti;_;:l.(xz—x—6#0®(x—3)(x+2)#O,dus
X #A3Ax # 2. x24+2x—3 =x>—x—6 < 3x = —3,dus
x=-1
2 2
12.%:Z.(x;ézﬁ),dusxf_zl:l<:)x2:x2—4<:>0:4,
dus geen oplossingen.
2 —x+12
3 T 23) dusa? = —x 4120 P 4x—12 =

x—3  x-3°
0< (x—3)(x+4) =0,dus x =3V x = —4, maar x = 3 is niet

toegestaan, dus x = —4 is de enige oplossing.
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14.

15.
16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

=2(x+6)2+1=2(x*+12x +36) + 1 = 2x> +24x + 73

y
y=2(x—3)(x+7) =2(x* +4x —21) = 2x% + 8x — 42
y

=22 - Px+P-10=2x2-LDx+ 2
y=—-2(x+3)(x+8)=-2(x*+Yx+4)=-2x2 - YUx+ -8
y=—4(x+8)2+15 = —4(x® + 16x + 64) + 15 = —4x? — 64x —
241
yzx/g(x—kn)(x—\/i):\/g[xz—l—(rc—\ﬁ)x—nﬁ}

= VB2 4 (/5 V10) x — 7v/10

y=-3+2x+(x—12=22-2x+1+2x-3=x*-2

y=—(x—3)?2-1=--x-H+i=-22+x-1

x?> —10x = (x —5)? — 25.
x?+4x = (x +2)? —4.

? (2 —6x] =} [(x =37 9] =} (x—3)" -

N|—=
NI

x-—3x =

N—

3x2 —6x =3[ — 2] =3 [(x = 1> ~1] =3(x ~1)* -3,

y =427 —40x +3 = 4[x? —10x] +3 = 4 [(x—5)" ~ 25 +3 =
4(x—5)>—100+3=4(x—5)*-97

y=31x243x—2=1[x2+6x]-2=1 [(x+3)2—9} -2 =
3y —§-2=} (37§
y=—-3x—6x+7=—-2[x2+10x] +7 = -2 [(x+5)2—25] +
7=—-3(x+5)2415+7=—3(x+5)*+22.

y= f%x2 — 4. Deze uitdrukking is al in de topvorm.

De grafiek van de tweedegraads functie f snijdt de x-as in x =0
en x = 4. Vanwege deze nulpunten heeft het functievoorschrift
de vorm f(x) = ax(x —4). De top bevindt zich precies tussen de
nulpunten, dus bij x = 2, dat wil zeggen: f(2) = 4. Invullen in
het functievoorschrift levert: f(2) = 2a(2 —4) =4, dus —4a =4,
oftewel @ = —1. Het functievoorschrift is dus f(x) = —x(x — 4).

De grafiek van de tweedegraads functie f snijdt de x-as in

x = —2enx = 6. Vanwege deze nulpunten heeft het func-
tievoorschrift de vorm f(x) = a(x + 2)(x — 6). De top be-
vindt zich precies tussen de nulpunten, dus bij x = 2, dat wil
zeggen: f(2) = —4. Invullen in het functievoorschrift levert:
f(2) =a(2+2)(2—6) = —4, dus —16a = —4, oftewel a = }. Het
functievoorschrift is dus f(x) = 1(x +2)(x — 6).



32.

33

34

35-

36.

UITWERKINGEN HOOFDSTUK 3

De parabool heeft top T(3, —6), dus het functievoorschrift heeft
de vorm f(x) = a(x — 3)2 — 6. Omdat S(3, —4) een punt van de
grafiek is, geldt f(3) = —4. Dus a(3 — 3)2 — 6 = —4. Dus ¥a =2,

dus a = 18. Het functievoorschrift is dus f(x) = 18(x —3)2 — 6.

Vanwege de nulpunten bij x = 2% en x = 4 heeft de parabool
vergelijking y = a (x — 3) (x — 4). Coordinaten van C (—3%,8)
oftewel C(—%,S) invullen levert a (—% - %) (—% — 4) =38,
dus a (—%) (—%) = 8, dus %u = 8endusa = %. De

vergelijking is y = 745 (x - 2%) (x —4).

f(x) = x2—6x+p = (x—3)%2 =9+ p. Vanwege de top is
—9+p=-5.Dusp=4.

f(x) — xz—px+6 = (x—g)Z— %24—6. Vanwege de top is
—’1—2+6:5,dus —’1—2:—1,0ftewelp2:4,dusp:2v;7:—2.

Gegeven zijn f(x) = —x2 +3x en g(x) = x> — x — 6.

(a) Snijpunten van f en g: f(x) = g(x), dus —x? +3x = x? —
x —6,dus 2x2 — 4x — 6 = 0, oftewel x2 —2x — 3 = 0, dus
(x=3)(x+1) = 0,dusx = —1Vx = 3. Invullen in f(x)
en g(x) (dit laatste ter controle): f(—1) = —1—-3 = —4en
¢(=1) =1+1—6 = —4. Dus (—1, —4) is het eerste snijpunt.
f3)=-9+9=0eng(3) =9—3—6=0. Dus (3,0) is het
tweede snijpunt.

(b) Nulpunten: f(x) = —x2+3x = 0,dus —x(x —3) = 0,
dusx = 0V x = 3 (dat x = 3 een nulpunt is, wisten we
al uit onderdeel a). Voor g(x) geldt: x> — x —6 = 0, dus
(x=3)(x+2)=0,dusx =—-2Vx=3.

(c) De top van f: midden tussen de nulpunten 0 en 3, dus bijj
x =1L, f(1}) = -5+ 3 = § = 21. Alternatief: breng f(x)
in topvorm: —x? +3x = — [x? —3x] = — {(x - %)2 - %] =
3y2 9
—(x=3)"+17
De top van g: midden tussen de nulpunten —2 en 3, dus bij
x=1¢ (%) =1 —1-6 = —6]. Alternatief: breng g(x) in

2 2
topvorm:xz—x—6:(x—%> —%—62(3(—%) —6}1.
(d) Zie figuur 11.1.

Figuur 11.1: f(x) = —x% +3xen

gx)=x>-x-6

19



20 ANALYSEBOEK

37
38.
39-
40.
41.
42.
43-
44.
45.
46.
47-

48.

49.

50.

51.

52.

x2+6x+8=(x+2)(x+4)=0,dusx = —2Vx=—4

x> +6x+5=(x+1)(x+5) =0,dusx = —1Vx = —5.
x>+6x—7=(x+7)(x—1)=0,dusx=-7Vx=1.

x> —12x —13 = (x —13)(x+1) =0,dus x = -1V x = 13.

x> 4+12x—13= (x +13)(x —1) =0,dus x =1V x = —13.

x? —42x — 1159 = (x — 61)(x+19) =0, dus x = 61V x = —19. Opmerking bij opgave 42: typ in

wolframalpha.com de waarde 1159 in,
en kijk bij Prime Factorization.

8x2+6x+1=(4x+1)(2x+1)=0,dusx = —§ Vx = —

NI—

5x24+6x+1=(x+1)(5x+1)=0,dusx = —1vVx = —1.
—7x*+6x+1=(—x+1)(7x+1)=0,dusx=1Vx = —1.
—13x2 —12x+1=(—13x+1)(x+1) =0, dus x = £ Vx = —1.
—13x2 +12x+1= (13x+1)(—x+1) =0, dusx = — 5 Vx = 1.

—1159x% —42x+1 = (—61x+1)(19x+1) =0, dus x = g Vx = —

s

X—a 2a —x
Ta 2a_‘_x.Errnoetgelden.xfa #0en2a+x #0,

dus x # —aenx # —2a. Uit de gegeven vergelijking volgt:

(x —a)(2a +x) = (2a — x)(x +a), dus 2ax + x* — 24* —ax =

2ax + 2a% — x? — ax, dus x2 — 2a% = 24 — x2, dus 2x% = 442, dus

x2 = 2112, dus x = :t\/Z? = i\a\\@ = :I:a\ﬁ Va? = |al, zie paragraaf 1.19.
Vanwege + kun je de absoluutstrepen weglaten.

Los op: (x? —4x — 11)(x? — 4x +2) = 14. Stel t = x? — 4x — 11,
danist+ 13 = x> — 4x + 2 =. De vergelijking wordt dus:
t(t+13) = 14, dus * + 13t — 14 = 0, dus (t — 1)(t + 14) = 0, dus
t=1Vt=—14.

Dusa. x2—4x—11 =1, dus x* —4x — 12 = 0, dus (x — 6)(x +2) =0,
dusx=6Vx=-2

Enb. x> —4x—11 = —14,dus ¥* —4x+3 =0,dus (x —1)(x —3) =0,
dusx=1Vx=3.

Er zijn dus vier oplossingen: x =6V x = -2Vx=1Vx =3.

Los op: Vx2 — 12x + 51 + (x — 6)? = 5. De wortel kun je schrijven

als \/(x — 6)2 +15. Merk op dat (x — 6)2 + 15 > 0 voor alle

x, dus de wortel legt (in dit geval) geen beperkingen op. Stel

t = (x — 6)%. Dan wordt de vergelijking: v/t +15 = 5 —t,

dus t +15 = > — 10t 4 25, oftewel £ — 11t + 10 = 0, dus
(t—1)(t—10) =0,dus t =1V =10.

t = (x — 6)? invullen:

(x—6)2=1,dusx—6==+1,dusx =5Vx=7.

(x —6)> = 10, dus x — 6 = ++/10, dus x = 6 + /10.

Er zijn dus vier oplossingen: x =5Vx =7Vx=6++v10Vx =6—+/10

Ergeldt: t; = 2ent, = 2+ (n—1)-4 = 4n — 2. Voor de
som van de eerste 1 termen geldt: 338 = in(t; + t). Dus
In(2+4n —2) = 338, oftewel 2n> = 338, dus n? = 169, dus
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n = £13. Omdat n positief moet zijn, is n = 13 de oplossing.

53. t1 = 100, t; = 110, f3 = 120: een rekenkundige rij met v = 10.
Dus t, = t1 + (n —1)v = 100 + (n — 1)10 = 90 + 10n. En dus
issy, = in(t; +ta) = 1n(100 490 + 10n) = 1n(190 + 10n).
Er moet gelden: s, = 22000, dus %n(190 + 10n) = 22000, of
512 +95n — 22000 = 0, of n* 4+ 191 — 4400 = 0.

—19 4192 — 4. —4400 =19+ v17961

Dus n =
2 2
Alleen de positieve oplossing voldoet: n ~ 57.509. Dus na 58

maanden is de schuld afgelost.

54. %logx +3log(2x +1) = 1, dus (zie stelling 1.30) *log x(2x +1) =1,
dus x(2x +1) = 3, dus 2x> +2x —3 =0, dus (x —1)(2x +3) =0,
dusx=1Vx= —%. De oplossing x = —% vervalt omdat voor die
waarde 2log x niet bestaat.

5. 1og = =logx + log 2%, dus log % =log (- ),

dus % = 22 dus (14 x) =2x2(1 —x),

= T
dus 2x%(1 — x) —x?(1+x) =0,dus x> [2(1 —x) — (1 +x)] =0,
dus x?[1 —3x] =0, dus x =0V x = —1.

De oplossing x = 0 vervalt omdat log 0 niet bestaat.

56.(a) Zie figuur 11.2.

Figuur 11.2: f(x) = 2x +3en
glx)=—x+2

(b) Snijpunt: los f(x) = g(x) op, dus2x +3 = —x + 2, dus
3x = —1, oftewel x = —1. Invullen in f(x) en (ter controle) in
g(x): f (—%) =-2+43=2].Eng (—%) =1+2=2% Dus
het snijpunt is (—%, 2%)
57. De richtingscoéfficiént van [ (zie paragraaf 3.13) is gelijk aan

(-8) 15

_¥Yp—V¥a _ -
(=2) 5

7 —
_3_

m
XBp — XA

A is een punt van de lijn, dus de vergelijking van [ is (zie vergelij-
King 3.9): ¥ — (—8) = 3(x — (~2)).
Oftewel y +8 = 3(x +2), dus y = 3x — 2.
In plaats van A had je ook B kunnen nemen: de vergelijking van
! wordt dan: y — 7 = 3(x — 3). Dit levert eveneens y = 3x — 2.

Yp —Yc 2-5 -3 3

8' = s = — = =,
M N —xe —1-3 -4 ¢
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59

60.

61.

62.

63.

64.

65.

Met punt C wordt de vergelijking van de lijn: y — 5 = 3(x — 3),
oftewel y = %x + %

XF — XE 7—0 7 7
Met punt E of F wordt de vergelijking van de lijn: y = —%x +3.

Als je inziet dat de punten G en H dezelfde y-waarde hebben,
volgt dat de lijn horizontaal loopt. De vergelijking van de lijn:
y=3.
Andere methode: m = Y2 —YG _ 33 =0.

XHg — XG 3 - (—2)
Met (bijvoorbeeld) punt H volgt: y —3 = 0(x — 3), dus y = 3.
Y=y 2-20 . —18
N Xy — X1 N 1-10 N -9
Met punt | wordt de vergelijking van de lijn: y —2 = 2(x — 1),
oftewel y = 2x.

m

=2.

Als je inziet dat de punten I en K dezelfde x-waarde hebben,
volgt dat de lijn verticaal loopt. De vergelijking van de lijn:
x = 10.

Andere methode: m = yk—yr _ 0-20 —20

xx—x; 10-10 0

De richtingscoéfficiént bestaat dus niet. Dat duidt erop dat
de lijn verticaal loopt. Uit de ligging van de punten volgt de
vergelijking: x = 10.

(a) Lijn [ is evenwijdig aan de lijn met vergelijking y = —2x +7,
dus de rico van [ is —2. Bovendien gaat [ door P(—1,3), dus
de vergelijking van  is y — 3 = —2(x + 1), oftewel y = —2x + 1.

(b) —2x+4+1 =0, dus bij x = % is het snijpunt van / met de x-as.

(@ y+3=3(x+2),dusy =3x+3.
143 _ 4

(b) De richtingscoéfficiént van [ is m = 375 Dus de vergelij-

3+2 — 5°

king van / is y + 3 = £(x +2), oftewel y = gx — £

g.
(c) De x-as heeft richtingscoéfficiént 0, dus ! heeft vergelijking
y= -3

(d) x=-2

() y+3=3(x+2),dusy = ix—2.

X2+ 2x -1/ x* +33 +4x2 +6x+ 1\ x> +x+3
xt+ 23 - X2
x3 + 5x2 + 6x
x3 + 2x%2 - x
3x2 + Tx + 1
3x2 + 6x - 3
X + 4

4 3 2
x*+3x° +4x°+6x+1 5 x+4
D = 3
us P xX° 4+ x+ +x2+2x71
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66. X2 -2/ x*+ x2+6x+ 9\ x2+3

x4 - 2x?
3x2 + 6X +
3x? - 6
6x + 15
4 2
x*+x4+6x+9 6x +15
Dus — = = x2 434 —— =
us o X<+ 3+ )
67.
X=2 1 -14 51 -54
2 24 54
1 -12 27 0]

Synthetisch delen eindigt op nul, dus is x = 2 een nulpunt,

en er geldt x® — 14x? + 51x — 54 = (x — 2)(x? — 12x +27). De
laatste uitdrukking kun je nog ontbinden in (x — 3)(x —9), dus
x3 —14x% +51x — 54 = (x — 2)(x — 3)(x — 9).

68.
X=4 9 30 -23 4
36 24 4
9 6 1 0

Synthetisch delen eindigt op nul, dus is x = 4 een nulpunt,
en er geldt 9x% — 30x? — 23x — 4 = (x —4)(9x%> + 6x + 1). De
laatste uitdrukking kun je nog ontbinden in (3x +1)(3x + 1), dus
x% —14x? +51x — 54 = (x —4)(3x + 1)%.
69.
X=5 4 -8 -51 -43 -10
20 60 45 10
4 12 9 2 0

Dit eindigt op nul, dus 4x* — 8x® — 51x% — 43x — 10 = (x — 5)(4x® + 12x% +9x +2).

Opnieuw synthetisch delen met de laatste factor en x = —2:
X=-2 4 12 9 2
8 -8 -2
4 4 1 O

Dus 4x3 +12x% + 9x + 2 = (x + 2)(4x? + 4x + 1). De laatste factor
kun je nog ontbinden in (2x 4+ 1)(2x +1).
Dus 4x* — 8x% — 51x% —43x — 10 = (x — 5)(x +2)(2x + 1)2.

70. Delers van de constante term zijn £1 en £2. Delers van de kop- Y
coéfficiént zijn £1, £2, +5 en +10. Mogelijke rationale nulpunten
zijn dus: £2,£1 £ %, i%, i% en ill—o. Een grafiek van de functie
zie je in figuur 11.3.

Kijkend naar de grafiek, lijkt het erop alsof de nulpunten zich bij

—%, % en 1 bevinden. Controle:

Figuur 11.3: Afbeelding bij opgave 70
x=-—1/2 10 9 -3 2
5 7 -2
10 -14 4 O
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71.

Hieruit volgt dat x = —1 inderdaad een nulpunt is, en dat
f(x) =103 —9x2 —3x +2 = (x + 3)(10x2 — 14x + 4).
Oftewel f(x) = (2x +1)(5x% — 7x + 2).
Controleer nu of x = % een nulpunt is van de laatste factor:
x=2/5 5 -7 2
2 -2
5 5 ©

Dus x = £ is een nulpunt, en 5x2 — 7x + 2 = (x — £)(5x — 5). De

laatste factor heeft x = 1 als nulpunt, dus inderdaad bevinden de
nulpunten zich bij —%, % en 1.
Er geldt: f(x) = (x —1)(x — %)(Sx —5)=(x—1)5x—2)(x—1).

Delers van de constante term zijn £1, +2, £7 en £14. Delers van
de kopcoéfficiént zijn +1, £3, +£7, £9, £21 en £63. Mogelijke
rationale nulpunten zijn dus:

+1 +£2 7 +14
+3 % 21 42
£l 43 (21 (42
+3 2 7 13
1 2 1 2
te *g (Fg) (£5)
Een stukje van de grafiek van de functie zie je in figuur 11.4.

Er zijn twee nulpunten tussen 0 en 1, maar ook erg veel opties
voor deze nulpunten. Voor het nulpunt links van —2 komt
x = —21 in aanmerking. Controle:

x=-7/3 63 96 -113 14
-147 119 -14
63 -51 6 0

Hieruit volgt dat x = —2% inderdaad een nulpunt is, en dat
f(x) =63x3 4+ 96x2 — 113x + 14 = (x +21)(63x> — 51x + 6).
Oftewel f(x) = (3x +7)(21x? — 17x +2).

Mogelijke rationale nulpunten van de laatste factor die tussen 0

en 1 liggen zijn %, %, 217, %, % en % Probeer x = %:

X=

WIN

21 -17 2
14 -2
21 -3 0

Dus 21x2 — 17x +2 = (x — %)(21x -3)=(B3x—-2)(7x—1).
Samenvattend: f(x) = (3x +7)(3x —2)(7x —1).

Alternatief is dat je de nulpunten van 21x% — 17x + 2 bepaalt met
17£V172-4212 _ 17+11 2
2

de abc-formule: x1, = = Y55, dusx; = 5en

1
x2:7.

A

30[

251

20

151

10

Figuur 11.4: Afbeelding bij opgave 71

=Y
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Uitwerkingen hoofdstuk 4

1. Zie figuur 12.1. De lengte van boog AB is ar = % - 10cm = 5cm

2. Zie figuur 12.2. De lengte van boog CD is a - ¥ = 1m.

Im Im 5

1
5 rad

o A

10cm

Dusoa = — = —— = 3 rad Figuur 12.1: Afbeelding bij opgave 1
r 1.5m
D
1m
o e Figuur 12.2: Hoek bepalen met straal
L5m en booglengte
3. lrad = % ~ 57.3° 7. %nrad = % -180° = 90°
4 2rad =2- 8" ~1146° 8. jmrad = }-180° = 45°
_ 180° __ o 2 _ 2 o __ o
5. trad = 71+ <2~ = 180 9. zmrad = 5-180° =120
6. 2rrrad = 2 - 180° = 360° 10. 2mrad = 2 - 180° = 150°
o __ o _ o __ o _ 3
11. 36° = 36° - g5z = 7 rad 13. 135° = 135° - 1g6s = f rad
12. 270° = 270° - Zks = 3 rad 14. 150° = 150° - 75 = 2% rad
15. Zie figuur 12.3. AOPC is congruent met AOP'C’.
Dussin%”:OS:sin%:% 2 en
cos:%T =0C=-0C"=cos§ = —%\@
i 37
3r _ sing
Dus tan - = cos3T 1
Y Figuur 12.3: Van sommige goniome-
trische verhoudingen zijn de waarden
P S p! makkelijk af te lezen in de eenheidscir-
kel
3
4 m
4
A
16. In figuur 12.4 lees je af dat sin 3* = —1 en cos 3 = 0, dus tan 3f

bestaat niet.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

In figuur 12.5 is AOPC congruent met AOP'C’, en dus is
sin%” =0S=-08=—sinf = —% 3en

cos T =0C=-0C' = —cos £ = —1,dus tan ¥¥ = /3

Zie figuur 12.6. AOPS is congruent met AOP'S’.
Dussin &' = OS = 0S' = cos £ = }/3 en

cosZ =0C=-0C'=sinf = —

N—

Dus tan 27” =—/3
Uit de grafiek van de sinus lees je af: x = k7, k € Z

De grafiek van y = sin(x + 7 ) krijg je door die van y = sinx
over een afstand 7 naar links te verschuiven (en hij valt dan
samen met de grafiek van de cosinus). De nulpunten zijn x =
S+km keZ

De grafiek van y = 1 + sin x krijg je door die van y = sin x over
een afstand 1 omhoog te verschuiven. De minima van y = sinx
worden de nieuwe nulpunten. Dus x = %71 +2kmt, keZ

De grafiek van y = 1 4 cos x krijg je door die van y = cos x over
een afstand 1 omhoog te verschuiven. De minima van y = cos x
worden de nieuwe nulpunten. Dus x = 7t +2k7t, k € Z

Figuur 12.4: Een hoek van 37’7 rad

P

Figuur 12.5: Afbeelding bij opgave 17

Y

P

c’

Iy

B

\ C

5’/1

Figuur 12.6: Afbeelding bij opgave 18

sin(5 — x) = sin 5 cos(—x) — cos 5 sin(—x) =1-cosx — 0 —sinx = cos x

cos(5 —x) = cos 5 cosx +sin Fsinx = 0-cosx+1-sinx = sinx

N

(sinx + cos x)? = sin® x + 2'sin x cos x + cos® x

= (sin x 4 cos? x) 4 2sin x cos x = 1 + sin 2x

.2 .

2 .2 sincae . 5 sin
tan®a — sin“ 5— —sin“a = 5
cos? w cos? a

1—cos?a . , sinfa ) . , 5 ..o
=|—5—|sinfa=| —— |sin"a =tan"asin"a
cos® o cos® o

2 2 2

® — sin“ @ cos~
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27. sin x sin 2x + cos x cos 2x = sin x(2sin x cos x) + cos x(cos® x — sin® x)
= 25sin’ x cos x + cos® x — sin” x cos x
= sin® x cos x 4 cos® x = (sin® x 4 cos? x) cos x = 1 - cos x = cos x
28. sin(a+p) sinacosp+cosasinff  sinwcosB = cosasinp
cos & cos f3 cos & cos fB cosxcosB  coswacosf
sina  sin
= P =tana +tan
cosa  cosf
29.
sin3x = sin(2x + x) = sin2x cos X + cos 2x sin X = 2sin x cos X cos x + (1 — 2sin’ x) sin x
= 2sinx cos® x + sinx — 2sin® x = 2sinx(1— sin? x) +sinx — 2sin® x
= 2sinx — 2sin’ x + sinx — 2sin’ x = 3sinx — 4sin’ x
30.
cos 3x = cos(2x + x) = cos2x cos x — sin2x sin x
= (cos? x — sin® x) cos x — 2sin x cos x sin x
ol 2 ) — a3 .2
= cos” X — sin” x cos x — 2sin” x cos x = cos” x — 3sin” x cos x
= cos® x — 3(1 — cos® x) cos ¥ = cos® x — 3cos x + 3cos> x = 4cos® x — 3cos x
31.
sin(a + sin & cos B + sin  cos «
: (@+p) = — P : P = (deel teller en noemer door cos f8)
sin(e —B)  sinacos B — sin B cosa
sina + 205 cos
cos B
= S = (deel teller en noemer door cos«)
sina — 25p cos
sina sin B
_ cosa + cosp _ tana +tanp
sine _ sinf - tana — tan B
cosa cos B
32. Vooraf:

(a) Wegens goniometrische eigenschap 15 geldt: sin2x = 2sina cosa,

dus sinax = 2sin %a cos%

(b) Wegens goniometrische eigenschap 16b geldt: cos2x = 2cos?a — 1,

dus 1+ cos2a = 2 cos? « en dus 1+ cosa = 2 cos? %oc.

Dit toepassen levert:

sin « 2sin ia cos 1 sin 1
_ 2 P 2% _tanl
1 1 1 — tanja

1+4+cosa 2cos FXCOS 54 COS 3

6 3 2 2

33. Vooraf: Stel sin?a = x. Dan is sin®a = x3, cos?a = 1 —sinax =

1—x,encos®a = (1—x)3.

Dus sin® a 4+ 3sin? x cos? ¢ 4 cos® & = % 4+ 3x(1 — x) + (1 — x)% =
x> +3x—3x2+ (1 -3x+3x2—x%) =1

27
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34. De coordinaten van A zijn (zie figuur 4.25): x4 = bcosvy en
ya = bsinvy. De afstandsformule 2.2 geeft:

c=d(A,B) = \/(a—bcosv>2+ (0—bsiny)?

= \/(a2 — 2ab cos 7y 4 b2 cos? ) + b2 sin? ¢ = \/az — 2ab cos 7y + b2(sin® 7y + cos? )

= \/a2—2abcos'y+b2'1

Links en rechts kwadrateren levert de cosinusregel:
¢ =a? +b* —2abcosy

35. Formule 16 in paragraaf 4.13 zegt: cos2x = cos? x — sin® x. Dus
uit cos 2x = 2(cos x — sin x) volgt cos? x — sin? x = 2(cos x — sin x).

Ofwel (cos x + sinx)(cosx — sinx) = 2(cosx — sinx). Dus

cosx +sinx =2V cosx —sinx = 0.
De vergelijking cos x + sin x = 2 heeft geen oplossingen (als dat
wel het geval was, zouden cos x en sin x bij dezelfde x de waarde

1 moeten hebben). De oplossing van cosx — sinx = 0 oftewel
sinx = cosx is x = § + k7, k € Z. Zie figuur 12.7.

36.(a) Wegens formule 17 in paragraaf 4.13 is Figuur 12.7: Afbeelding bij opgave 35

2tanx
tan2x = ——
1 —tan“ x
2tan 1x 2t
Dus tanx = 2 = 5, met f = tan %x.

1—tan2%x 1—t

(b) Wegens formule 15 in paragraaf 4.13 is

. . 2sin x cos x 2sin x cos x
sin2x = 2sinxcosx = =— >
1 sin“ x + cos® x
Deel teller en noemer door cos? x:
’ sin x
. 2tanx
sin2x = — gos £ >
sin“ x 1+ tan® x
cos? x
. 2 tan %x 2t 1
Dus sinx = = met { = tan 5x.

1+tan2%x 1+ 27

(c) Wegens formule 16 in paragraaf 4.13 is

2 .2 cos?x —sin’x  cos?x —sin® x
COs2x = cos” x —sin”“ x = = 5
1 sin“ x + cos? x
Deel teller en noemer door cos? x:
1 — tan? x
Cos2x = ————5—
1+ tan“ x

1—tan?jx 1-£
1+tan?lx 1+

Dus cosx = met t = tan %x.

37.() f(g(1)) =1 (d) g(f(3)) =v15
(b) g(f(1))=v3 () flg(x))=1+Va2-1

© f(g(3) =V8+1=1+2v2 () g(f(x)) = Va2 +2x
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38.
FUNCTIE DOMEIN Tabel 12.1: Functies en hun domein
flx) = V& 0,00)
gx)=1-x R
(f+8)(x)=vx+1-x [0, 00)
(f—8)x)=vx—-1+x [0, 00)
(f-g)(X)Zx/\ff—x x [0, 00)
f W
(=153 0,09\ {1}
Sx)=2 o0
f( ) 7 (0, 00)
(feg)(x) =v1-x (—o0, 1]
(gof)(x) =1-yx [0, 00)
(Fof) =VVEi=¢5  [0,e)
(09)(x) =1~ (1-x) = R
39- Figuur 12.8:
i
1
ol
@y=f(x b)y=flx+2) @y=f(x-1)
A / N
dy=2f(x (e y=—f( Oy=-f(-
Merk op dat de laatste grafiek en die van f(x) identiek zijn. In-
derdaad is —f(—x) = —(—x — v/—x) = —(—x+ ¢x) = x — ¢/x = f(x)
40.
y
yV ;
1
o 1 ¥ q0 x X

(@y=+x byy=+vx+1
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41.
Figuur 12.9: y = sin(x — 1)
42.
Figuur 12.10: y = sin x?
43-
sin \/x
14
0 5 10 15 20 2 30 : 4 55
1+
Figuur 12.11: y = sin/x
44.
y V/|sinx|
_ 0] X
& T 27 Figuur 12.12: y = /| sin x|
45.
\
yA |
\
\
\
\
\
\
ptanx |
\
\
\
!
!
j \
\
!
n (@) TooX
-3 7

Figuur 12.13: y = efa?¥



46.

47.

48.
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1

// Vex

of 1

=y

Figuur 12.14: y = v/e*

Schrijf y = 2x + 1, en vervang x door y en omgekeerd:

NI=

x=2y+1 DusZy:x—l,oftewely:%x—

En dusis f~!(x) = $x — 1. De grafieken van beide functies zie je
in figuur 12.15

yA Figuur 12.15: Grafiek van y = 2x + 1 en
y=2x+1 zijn inverse y = %x—%

=y

Gegeven is f(x) = —3x + 6. De grafiek van f snijdt de grafiek
van f~! in het punt S. Wat zijn de codrdinaten van S? Teken de
grafieken van f en f~! in één figuur. De grafieken van f en f~!
zijn elkaars spiegelbeeld in de lijn y = x. Ze kunnen elkaar dus
alleen snijden op de lijn y = x, dus ligt S ook op de lijn y = x.
= x snijden met y = —2x + 6 levert x = —2x +6,dus 3x =6
oftewel x = 2. Dus S is het punt (2,2).
De inverse van f volgt uit x = —3y + 6, dus 3y = —x + 6 oftewel
y = —1x 4 2. De grafieken van beide functies zie je in figuur 12.16

Figuur 12.16: Grafiek vany = —3x + 6
en zijn inverse y = — %x +2

49. Merk op dat f een even functie is, dus bij elke y-waarde horen
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(ten minste) twee x-waarden. Beperk het domein van f tot
waarden x > 0. Er geldt ook y > 0. Verwisselen van x en y leidt
tot x = 3/y2, dus x° = 12, en dus is y = Vx3 = x,/x de inverse,
met x > 0.

wIN

De oorspronkelijke functie y = V/x2 kun je schrijven als y = x3,
de inverse als y = V/x3 = x2. Inderdaad is (x%)% = X.
Zie figuur 12.17

. 2 P
Figuur 12.17: y = x3 en zijn inverse

N y y y=x?
1 1

ol 1 * ol 1 x
2 .3
(@ y=x3 (b)y=x2 y Q(b,a)

50. Teken de punten P(a,b), Q(b,a) en S(b,b), zie figuur 12.18. Er a AN y=x

geldt: PS = |a — b| = QS. Dus APQS is een rechthoekige N

driehoek (geodriehoek) met hoeken van 45° bij P en bij Q. AT

De lijn y = x is bissectrice van S, en dus middelloodlijn van de \\ .

gelijkbenige driehoek PQS. Dus de lijn ¥ = x en de lijn door PQ b S *P(a,b)

staan loodrecht op elkaar, en PT = QT. Met andere woorden: P ; ; <

en Q zijn elkaars spiegelbeeld. O b a

1. Figuur 12.18: De punten P(a,b) en

51. Omdat (2,3) een punt van f~! is, is (3,2) een punt van f. En Q(b,a) zijn elkaars spiegelbeeld in de

(2,1) is een punt van f. De formule voor een lijn door twee lijny =x
gegeven punten uit paragraaf 3.13 zegt: y — 1 = %(x —2),

oftewel y = x — 1. De gevraagde functie is dus f(x) = x — 1. De

inverse is x = y — 1, oftewel y = x + 1. Zie figuur 12.19.

Figuur 12.19: Grafiek vany = x — 1l en
zijn inverse y = x +1

52. Meetkundig is in te zien dat een rechte lijn I samenvalt met zijn
spiegelbeeld in de lijn y = x in de volgende gevallen:

» als [ de lijn y = x zelf is, of

» als [ loodrecht staat op de lijn y = x

Ook algebraisch is dit in te zien. Stel dat de vergelijking van f

is: y = ax 4+ b. Voor de inverse geldt dan : x = ay + b, oftewel

ay =x—b,dusy = %x — % Willen de grafieken van y = ax + b

1 b 1 b
a

eny = -x — ;7 samenvallen, dan moet gelden: 2 = ;xenb = —.
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54.

55.
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Uita = % volgt a2 =1, dus a = +1.
Alsjea = linvultin b = fg, krijgjeb = —b, dus b = 0. Dit
levert de lijn y = x.

Alsje a = —1 invultin b = —&, krijg je b = b, dus kan b elk getal

a

zijn. Dit levert de lijnen y = —x +b, b € R.

Uit y = x° volgt voor de inverse: x = y°, oftewel y = /x. Zie
figuur 12.20.

5

Figuur 12.20: Grafiek van y = x° en

zijn inverse y = &/x

Uity = x>+ 1 volgt voor de inverse: x = y® + 1, oftewel
y> =x—1,dusy = Vx — 1. Zie figuur 12.21.

Figuur 12.21: Grafiek van y = x> + 1 en

zijn inverse y = v/x — 1

Uity = vVx2 +4 met x > 0 volgt y > 2. Verwisselen van x en y

betekent voor de inverse: x = \/y?+4, met x > 2eny > 0. Dus
x? = y* + 4, oftewel y?> = x> — 4, en dus y = +v/x2 — 4. Wegens
y >0 geldty = Vx2 — 4. Zie figuur 12.22.

Figuur 12.22: Grafiek van y = v/x2 + 4
en zijn inverse y = Vx2 — 4

v
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56. Uity = V4 —x?2 met 0 < x < 2 volgt 0 < y < 2. Na verwisseling
van x en y betekent dit voor de inverse: x = /4 —y?, met
0<x<2en0<y<2 Dusx?=4-—12 oftewel y> = 4 — x2, dus
y = +v4—x2. Wegensy > 0 geldt y = v/4—x2. Dus fen f!

zijn hetzelfde. Zie figuur 12.23

4 4
57. Uity = % volgt voor de inverse: x = yr , oftewel

xy=y+4,dusxy—y:4,dusy(x—1):4endusy:74 . Figuur 12.23: f(x) = V4 —? = f7(x)
x—1 voor 0 < x <2
Zie figuur 12.24.

yi

4
Figuur 12.24: Grafiek van y = X+

4
zijn inverse y = 1

x . y

———— volgt voor de inverse: x = ————, dus

R VY2 +4

xy/y? + 4 = y, na kwadrateren x?(y? + 4) = y2. Dit levert

x2y? +4x? = y?, of y? — x%y? = 4x?, dus y?(1 — x?) = 4x?,
2 2|x|

58. Uity =

4
dus y? = ﬁ, oftewel y = + . Vanwege het £-teken

V1—x? )
zijn de absoluutstrepen overbodig, dus y = :I:%. In de
— X

oorspronkelijke functie zie je dat x > 0 leidt tot y > 0, dus voor

de inverse geldt ook dat x > 0 samengaat met y > 0. De inverse

isdusy = = Zie figuur 12.2
Y e

Figuur 12.25: Grafiek van y = ad

2x
V1—x2

en zijn inverse y =

59. arcsin %ﬁ =12 63. arctan %\ﬁ =%
60. arctanl = 7 64. arcsin 3 = z
61. arctan(—1) = —F 65. arccos } = %
62. arctan /3 = % 66. arccos0 = 7

VAR
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67. Zie figuur 12.26

e
L

o)y

arcsin 2x
68.

N [—=
el
]y

arccos %I

w3
i

Figuur 12.26: Afbeelding bij opgave 67

3 . 1
Flguur 12.27: arccos ; X

69. De grafiek van f(x) = arcsin x + arccos x bestaat uit een horizon-
taal lijnstukje op het interval [—1,1] door y = 7, zie figuur 12.28.

\ Figuur 12.28: arcsin x + arccos x

A
l

[
sY

Een verklaring gaat als volgt: teken een rechthoekige driehoek
met schuine zijde 1 en rechthoekszijde x, zoals in figuur 12.29.
Dan geldt: sinae = x en cos § = x. Hieruit volgt arcsinx = « en
arccos x = B. Omdat in AABC geldt: « + = 7, geldt dus ook:

arcsin x + arccos x = 7.
B
15}
1
.
a -
A C

T

Figuur 12.29: a + B = 7
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70. Als & = arctan %, dan is tana = %. Hoek « is dus de hoek bij A

71.

72.

73

74-

75-

in een rechthoekige driehoek met rechthoekszijden 3 en 4. De
schuine zijde AB = /3% 442 = 5. Dus sina = % en cosa = %.

Als & = arcsin %\@, dan is sina = %ﬁ = \/% Hoek « is dus
de hoek bij A in een rechthoekige driehoek met rechthoekszijde
2 en schuine zijde v/13, zoals in figuur 12.30. De rechthoekszijde

AC = (\/E)Z_ZZZ?) DLISCOSOC:i:% 13entana:%,

V13
B
V13
2
a »
A C

Teken een rechthoekige driehoek met rechthoekszijde 1 en
rechthoekszijde x, zoals in figuur 12.31. Dan geldt: tana = x en
tanf = % Dus & = arctanx en = arctan % In driehoek ABC
geldt: « + p = Z. Dus arctanx +arctan1 = Z

Stela:arctan%enﬁ:arctan%.Danistantx:%entanﬁ:%.
1,1
_ tana+tanf = 5+ 3

71—tantxtanﬁ71_%.%:

=1.

Dus tan(«x + )

N[S1[-NIS]

Endus « + B = arctan1 = Z. Dus arctan 1 +arctan § = %
— 3 - 1 = 3
Stel « = arccos T3 en B = arctan 5. Dus cosa i (en dus

tana = %, zie figuur 12.30 en de uitwerking van opgave 71). Ook

istan‘B:%.

Dus ¢ _ tana+tanf %+% _%4‘%_%_1

us an(a+ﬁ)_1—tanvctanﬁ_1—2~l_ 1-2 B
3°5 15

| o

— _ . 3 1_r
Dus a + = arctan1 = 7. Conclusie: arccos Nl arctan 5 = 7

y
o—e
1
O O 1 E
o0—e
—e

76. Als x € Z geldt |x| = x = [x]

77-

Deze functie heet ook wel zaagtandfunctie.

Figuur 12.30: & = arcsin %\/ 13

Figuur 12.31: Afbeelding bij opgave 72

Figuur 12.32: y = [x]|



78.

79-

8o.

81.

82.

Omdat f even is geldt voor alle x: f(x) = f(—x). Omdat f
oneven is geldt voor alle x: f(—x) = —f(x).

Dus f(x) = f(—x) = —f(x). Uit f(x) = —f(x) volgt 2f(x) = 0.
Dit kan alleen als f(x) = 0.

De horizontale lijnen tussen 10° = 1 en 10! = 10 bevinden zich
bij 2,3,4,5,6,7,8 en 9.

De horizontale lijnen tussen 10! = 10 en 10?> = 100 bevinden zich
bij 20, 30,40, 50, 60,70, 80 en 90. Zie figuur 12.37.

De verticale lijnen bevinden zich bij 0,0.5,1,1.5 en 2. Er geldt:

(@) f(0.5)~3.1 (© f1(5) =07
(b) f(1.5) ~31 (d) f~1(80) ~ 1.9

UITWERKINGEN HOOFDSTUK 4

Figuur 12.33: y = x — | x|

Figuur 12.34: y = |x — 2|

Figuur 12.35: y = [x> — 3x + 2|

Figuur 12.36: y = |tanx|, x € (— 7,

37

NIy
NI
=
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102

50

20

¥ 10!

10°

83. De grafiek is een rechte lijn, begint linksonder in het punt (1,2),

en loopt rechtsboven tot het punt (100,20000)

10

103

102

10

10°
10° 10 10?

Figuur 12.37: De grafiek van y = 10*
op logaritmisch papier

Figuur 12.38: De grafiek van y = 2x2
op dubbellogaritmisch papier



13
Uitwerkingen hoofdstuk 5

1 2 d. 1

L. lim f(x) = lim f(x) =

b. 1 =2 1

xlr_nlf(X) e. ;g;f( x) =
i f. li

2. l}glolsgnx =—-len 11111sgnx =+1

_sin(—2x)  —sin2x  sin2x
32 fl=x) = sin(—3x) —sin3x sin3x = f(x).

Dus is f een even functie.

b.
x 1 0.5 0.1 0.05 0.1 0.001
f(x) | 64434 0.8436 0.6723 0.6681 0.6667 0.666667
li 2
C. xlg(l) f(x) = 3
_2
d. lim f(x) = -3
1—
4. f(0) = %SO = g Als je met een digitaal hulpmiddel
(desmos.com, wolframalpha.com) de grafiek laat tekenen zie
1—
je dat hntl) ﬂ = 0. Invullen van x-waarden dichtbij nul
bevestigen dat bijvoorbeeld: f(0.001) = 0.0005.
0
5. f(0) = 0
1—
Als je de grafiek laat tekenen zie je dat lim #sx = 5. In-
x—0 X

vullen van x-waarden dichtbij nul bevestigen dat, bijvoorbeeld:
£(0.001) = 0.499999958.

6. f(0) = % In de grafiek zie je dat lim COSX _  wenlim 2% —

xt0 X xJ0 X
+o0. De linker- en rechterlimiet zijn oneindig groot én verschil-

lend. Om beide redenen bestaat de gevraagde limiet niet.

COs 7T -1

7. f(m) = = — =~ —0.318. Hier is geen probleem. Er geldt:
cosx 1 T
lim =—=
X—7T X
2°-1 2* -1
8. f(0)= —. Uit de grafiek kun je aflezen dat lim ~
0 x—=0 X

0.693. Invullen van x-waarden dichtbij nul bevestigen dat, bij-

. sin 2x
Figuur 13.1: y = sin3x
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voorbeeld: f(0.001) = 0.693387.
2-2 0

9. f(4) = 14 0
Uit de grafiek is af te lezen dat lim Vx=2 = 1 Invullen van
x—4 x—4 4
waarden in de buurt van x = 4 bevestigen dat, bijvoorbeeld:
£(3.99) ~ 0.2502.
Alternatief: De noemer van f kun je ontbinden in (y/x — 2)(y/x + 2).
Duslimﬁ_zzlim VX =2 :hm;:1
=4 X —4 x4 (Vx—=2)(v/x+2) xoax+2 4
sin( 0 . . . . sin2x
10. f(0) = o =0 Uit de grafiek lees je af: chlir(l) P 2.
Invullen van waarden in de buurt van x = 0 bevestigen dat,
bijvoorbeeld: f(0.01) ~ 1.99987.
in 2 in 2
11. f(mr) = sin2r _ 0 = 0. Dus lim =" =0
7T 7T X—7T X
12. Vul x =5 in, in de gegeven functie: f(5) = 31, dus lirré x2+x+1=31
X—
i iny 1 2
13. Evenzo: lim smE_ smTz = ===
=z X 2 2 T
14. Evenzo: lim arctan x = arctan0 = 0
x—0
o _ X e—1
. E 2 i = ¢
15. Evenzo: lim — >
16. a. Alsx >2,danis [x —2| =x—2, en
x—2 x—2 1 1
SR R TR R P
b. Alsx < 2,danis [x —2| =2 —x, en
2—x 2—x — 1
e T Y T e R
c. Omdat de linker-en rechterlimiet verschillend zijn, bestaat
lim f(x) niet.
x—2
17. lim 22 4td =4
7 x—2 X 2
18 limx_'—7—E—§
Txo3 4x 126
o L Y H3x-3 _9+49-3 15
53T 2x 45 645 11
X*—4 4-4 0
. 1. = — = - =
Ty 2 —27 ¢
i Tim *+x-30 254+5-30 0 _0
"x5 x45 10 10
2 _ —
22 Tim ¥ 4x: 16 16:0

x—4  x3 64



23.

24.

25.

26.

27.
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3x° + 8x* — 7x% + 6x2

. o . 0
chlir(l) i a8~ 152 1 ox (x = 0 invullen levert §)
o ox(Bxt 8 — 72 +6x) . Bt 483 —7x24+6x 0
= lim = lim =-=0
x>0 x(2x3 —4x2 —15x+9)  x—0 2x3 —4x2—15x+9 9
oy 122480432 45y 12482 43x45 5 5
=0 6x4 —9x3 —2x2 —3x =0 683 —9x2—2x—-3 -3 3
) x3 4 11x2 + 30x _ x% 4+ 11x + 30 30
lim = lim =
x—0 x5 + 8x% 4+ 24x3 +5x2 +17x  x—0x%*+8x3 +24x2 4+5x+17 17
16 —12 — 12
x = 2 invullen levert Mﬂ = 8, dus zowel teller als

noemer bevatten een factor (x — 2).

o ox0HAx?—6x—12 . (x—2)(x*+6x+6) . x>+6x+6
lim = lim =lim ——+—
x2x3 4+3x2 —4x —12 x=52 (x—2)(x24+5x+6) x—2x2+5x+6
441246 22 11
- 4+10+6 20 10

x = 2 invullen levert 8, dus teller en noemer bevatten een factor
(x —2):

x3 4 5x% — 2x — 24 . (x=2)(x*+7x+12) 30

I _ _ 30
x5 2 4 3x2 —11x +10  xo2 (x—2)(¥ +3x—5) 17

28 limx¢"’—4x—15_ im (x—3)(x2+3x+5)_§
" x3x242x—15 53 (x—3)(x+5) 8
2x +5 5
.1 =— =
29 ;f(} sin x +0 Foo

30.

limx2+2x_4+4_+oo
x2 x—2 40

x% 4 2x _4A+4

o1 =— =—

T x—2 T 0
32. De uitkomst is athankelijk van welke kant je x = 3 nadert:

hmxz+2 _9t2 ——|—ooenlimX2+2 S

x3 x—3 40 3 x—3 -0

30 +8x* —7x3 +6x . x(Bxt+8x3 —7x%+6) . 3xt 483 —7x2+6

33. lim = lim > = lim 3 5

xl0  2x% —4x3 — 15x2 x[0  x(2x3 —4x2 — 15x) xl0 2x3 —4x2 — 15x

34. lim

De noemer is gelijk aan 2x3 — 4x% — 15x = x(2x? — 4x — 15).

Alsje x = 0 invult in y = 2x? — 4x — 15, krijg je y = —15. Dus als
x | 0is de noemer x(2x? — 4x — 15) negatief, en deze noemer gaat
3xt+8x3—7x2+6 6

1. Dus li -5 __
naar nul. Dus gg +(22 —4x —15) 0 00
220 —3x5 4+ 7x2 —4x . 2x° —3x*+7x—4 Co2x0 —3xt+7x—4

T W0 x(8x2 —10x + 15)

0 8x  —10x3 + 15x2 110 8x% — 1022 + 15x

Als x 1 0is 8x? — 10x + 15 > 0, en dus is x(8x> — 10x + 15) < 0 in
de buurt van 0.
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35-

36.

Daaruit volgt lim 2x° —3x 4+ 7x —4 _ 4
BV x(Bx2 —10x +15)  —0

De functie is niet gedefinieerd in x = 1, dus is daar niet continu.
De limiet in x = 1 bestaat echter wel:

2(x2 - 1) 2(x—1)(x+1)

m Y—1

=lim2(x+1)=2-2=4
x—1

Wanneer je f(1) = 4 definieert, krijg je een continue functie. De

definitie van f kan er dan zo uitzien:

fx)=2x+2, x€R

f is niet gedefinieerd als de noemer 0 is, dus als
¥ —x=x(x>-1)=x(x—1)(x +1) =0, oftewel als x = —1,
x =0 of x = 1. Zie ook figuur 13.2.

Alsje x = 1 invult krijg je %. De teller kun je ontbinden:
x>+ x—2=(x+2)(x—1). Dus

. o (x+2)(x—-1) . x+2 3

1 = 1 = l = —

xgr}f(x) ol 2x(x —1)(x+1) st 2x(x+1) 4
Wanneer je x = —1 of x = 0 invult is de teller niet 0, maar de

noemer wel. De functiewaarden worden oneindig groot. Afhan-
kelijk van het feit of je van de linker- of van de rechterkant naar
een van deze punten nadert, zal de limiet +co of —co worden.

De noemer 2x(x + 1) is een tweedegraads functie (dalparabool)
met nulpunten bij —1 en 0, en dus tekenwisseling bij —1 en 0, zie
figuur 13.3

lim f(x) = lim (x+2)(x—1) _ im rr2 iz 1
-1 o1 2x(x—1)(x+1)  x-12x(x+1) 40 40
En ook:
. (x+2)(x—1) x+2 —-1+2 1
1 = 1 = = =
i f ) = i S oD - MG T =0 =0
Evenzo:

x+2 0+2 2

) =l T - =0 o

o 2 0+2 2

x/0 iﬁ} 2x(x+1) +0 +0

1-2

1-3
-
. x2+x—2
Figuur 13.2: f(x) = 2 )

Figuur 13.3: De noemer 2x(x + 1)

=

= —&
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37 . X
Ly Figuur 13.4: f(x) = N
|
Pl
|
! -

= SRS I T T

|

-

|

|

|
f is gedefinieerd voor x3 4+ x% > 0, dus als ¥*(x +1) > 0, en dit is
het geval als x > —1. Verder geldt:

xvVx+1 x>0
Va3 +x2 = /x2(x+1) -
—xvVx+1, -1<x<0
X 1 1
Dus lim ——= = lim = lim =-=1
x0 \/x3+x xJ0 xv/x+1  xovx+1 1
En lim = lim ad —lim#—i——l
x10 \/x3+x 0 —xyv/x+1  x0 —y/x4+1 -1
Dus de linker- en rechterlimiet verschillen in x = 0, en daarom
bestaat lim f(x) niet.
x—0
38.

Y Figuur 13.5: f(x) = w
\ 1 \ an x

f(0) bestaat niet (er komt % uit). Gonioformule 16a uit para-

graaf 4.13 zegt: 1 — cos2x = 2sin® x.
Dus in de buurt van 0 geldt:

ﬁsinx, x>0
—V2sinx, x <0

V1 —cos2x = V2sin?x =

V1— 2 2 si
lim cos X = lim V2sinx = liﬁ)lﬁcosx =2
X

sinx
x}0 tan x x,0 o5y

v/ 1 — cos2x _ —ﬁ

Evenzo: lim
x?t tanx

Dus de linker- en rechterlimiet verschillen in 0, en daarom
bestaat lim f(x) niet.
x—0

De functie is gedefinieerd als x? + x > 0, oftewel x(x + 1) > 0
en dus x < —1 of x > 0. Dus voor grote positieve en negatieve
waarden van x is de functie gedefinieerd. Verder geldt (deel
teller en noemer door x):
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40.
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L Figuur 13.6: f(x) =
s F
I
-1
e
lim ——— 2 = lim il = lim 2
x—=oo \/x2 4 x T x—oo \/x2+x  xeo /1 +1 1 V140
Bij het uitrekenen van 1_1>m is x negatief, en dan is —x positief.
X o
Deel in dat geval teller en noemer door —x, dan kun je —x onder
het wortelteken brengen (als x?):
lim X lim 2= lim 2 2
—0 2 B —0 2 o —0 o -
x— V2 4+ x x— x_jx x— /1+% v1+0
De limiet die bij de verticale asymptoot hoort is:
lim — 2~ T2 o
=1 vx2 4+ x 40
Y Figuur 13.7: f(x) =
1
o 1 2 3 7
-1 -1
De functie is gedefinieerd voor x > 0, en lim VX _o-t 1.
xJo x—1 0—1
x = 1 invullen levert 8.
Merk opdatx — 1 = (\/E)z -1%2 = (\/§ —1)(v/x+1). Dus
lim\f_lzlim vx—1 1 Lzl
ol x—1 a1 (Va—1)(Ya+1) x—>1 Vi+l 1+1 2
Alternatief: vermenigvuldig teller en noemer met y/x + 1 (de
worteltruc):
=1 x—1 x+1 x=1(x—1)(yVx+1) x=1yx+1 2
Horizontale asymptoot:
_ 11 =% 0-
fim VI o VIl v Vi 020
x—oo x —1 x—oo x —1 % xX—00 17% 1-0
3x3 +8x2 —7x+6 (deel teller en noemer door x*) % + % - xla + 3764
41. lim = lim
x—o0 2x4 — 4x3 — 15x2 4 9x x—oo D _ i 3173 + x%

~0+0-040_0
S 2—-0-0+4+0 2

2x
X2+ x

VE-1

x—1
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. x3 (deel teller en noemer door xz) . X — 0
42. lim ——— = lim = =%
x——00 x= +1 x%—oo1+f2 1
X
lim 3x° +8x3 —7x+6 im3x+*—*+ _®
Pl 43 152 10 voe 2 4 Ly 9 2
AT —7xve 4+f— st 4,
N T e 1227 1 8r — 10 w24 64 12 +——@_2_
45. Een staartdeling geeft f(x) = x — ﬁ Verder is
1
0

=0

xgliloon_i_l :x1—1>1£001+l2 T 140
X
Dus y = x is de scheve asymptoot.

46. De gegeven functie als aparte breuken schrijven levert f(x) =

1 1
1 - im - =0isy = 1
7x+1+ e Wegens thjI[loo . 0,isy >x + 1 de scheve

asymptoot.
8x +11
47. Uit een staartdeling volgt f(x) = x + 3 + % Wegens
8, 1
i 8x+11 . i o .
Jmoe g g = L gTrig =y =0y =3
X

scheve asymptoot.

48. Stel de vergelijking van de scheve asymptoot is ¥ = ax + b. Nu is

v/ 2 2
limmzli x2+x—|—x = lim X —I—x+1 Alsx>0geldt1\/x2+ = x—;x
x—oo X X—00 x—S00 2 X X
1
=limy/1+=-4+1=1+1=2
X—00 X
Dus a = 2.

De waarde van b bereken je met

lim [f(x) —2x] = lim \/x2+x—|—x—2x:xli_r>ro10\/m-x

X—r 00

A2 x2 .2
_ lim YA (V24 x—x) = lim —————— rxox
x%oo,/x2+x+x x%oo,/x2+x+x
= lim ————— = deel teller en noemer door x
x%oo,/x2_|_x+x
= lim ! _ 1
_x—>oo 1 _1+1_§

1+ 4 +1

Dusb = % De vergelijking van de scheve asymptoot (voor
x — c0)isy =2x+ 3.

49. a. Stel de vergelijking van de scheve asymptoot is y = ax + b, dan
geldt, zie paragraaf 5.14:

V x2 + 4x wegens x>0 _, x2 +4x . 4
_— = lim 1+ o =1

a = lim = lim
X—»00 X X—r00 X X—r 00
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En verder:

x2 4 4x — x2
b= 11m V2 4+4x —x = lim ————
x=00 \/x2 4 4x + x

= lim = lim ——— = lim

X—r00 \/m+ x xX—00 x2+4x g x x—00 E T2

Dus de asymptoot is y = x + 2

b. De functie is gedefinieerd voor x < —4. Er geldt:

. vV x2 + 4x wegens x<—4 . x2 +4x . 4
a= lim —— = Iim — = lim — 1—1—;:—1

X—r—00 X X——00 x2 X—r—00

En verder:

x2 4 4x — x2
b= 11m Vx244x+x= lim ——
x—>—00 \/x2 4 4x — x
. 4x . 4 . 4
=lim ——— = lim ——— = lim

x%oo‘/x2_~_4x_x x——00 /xz_g4x_£ x——c0 /1+é_1
X X X

Dus de asymptootis y = —x —2
50. Stel de vergelijking van de scheve asymptoot is y = ax + b, dan
geldt, zie paragraaf 5.14:
2

. X .
a= lim — = lim x =+
x—too X x—»too

Dus heeft a geen eindige waarde en is y = ax + b geen scheve
asymptoot.

51. Stel de vergelijking van de scheve asymptoot is y = ax + b, dan
volgt met paragraaf 5.14:

i

— lim - =1

a= lim
X—00 x X—00 \/E
En verder:
b= limx—+vx—x= lim —/x = —
X—>00 X—>00

Dus heeft b geen eindige waarde en is y = ax + b geen scheve

asymptoot.
. sin3x (als x—0 dan 3x—0)
52. lim =
x—0 3x
in2 in2 in2
53. lim 222 — im0y o im0 o1 =2
x—=0 X x—0 X x—0 X
lim sin2x lim sin 2x 27x — lim sin 2x g g 1— g
M I xS0 2x 3y voo 2x 3 3 3
55. lim MY im 22— Jim cosx = cos0 = 1
x—0 tan x x—0 SInX x—0
COS X
tan x 1tanx 1 tan x 1 1
56 I~ =l e =5 Im =~ =5 5
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lim sin 3x ~ lim sin3x 2x 37x 11 §_ §
57 M tan2x 150 3x tan2x2x 2 2
Alternatief:
sin 3x . sin3x
im = lim — - COs2x
x—0 tan2x  x—0 sin2x
sin 3x 2x 3 3 3
= . L2 dx=1-1-2.1=2=
xlg(l) 3x sin2x 2 cos=x 2 2
sin 2x sin (0 0
8 1 2051 1 0
s0. lim sinx — tan x — lim sin x _ tan x —1_1=0
x—0 X x—0 X X
6o. lim sinx - sin2x - sin 3x ~ lim sinx sin 2x ) sin 3x 23-1-1-1-6=6
X0 x3 =0 X 2x 3x
sin x . sinx 2x 1 1

61. li =1 R
! xlg(l) sin 2x xlg(l) X sin2x 2 2

62. Zie figuur 13.8.

Y

In(x)

Figuur 13.8: f(x) = 7

,p > 0 gaat
naar 0 voor x — o

De functiewaarden dalen langzaam naar nul als x — co.

63. lim 1 —Cgszx _ lim sinix _ lim sin x . sin x 1121
x—0 X x—0 X x—0 X X
2 2 2
X 3x X X X
64. li =1 S —1-lim=—=lm==0
4 T0sin3xy  x50sin3x 3x  x203%r  x903
1.2 1.2 1.2 1
sin 5 Xx sin 5x 2x 2x 5X 5
65. lim —2— = lim —2— - : 2T =1.1-1-2 =
x—0 tan22x  x—0 % x2  tan2x tan2x 2x-2x 4
1
8
66. Gonioformule 16a uit paragraaf 4.13 zegt:
1—cos2x = 2sin? x, dus 1 — cos x = 2 sin? %x, dus cosx —1 = —2sin? %x
Invullen in de limiet:
-1 —2sin? 1x sinly sinlx lx-1lx
lim <o~ = — im 2% — ). Jjm 27 . 2127 272
x—0 X x—0 X x—0 Zx jx X
=-2-1-1-lim{x=-2-1-1-0=0
x—0
sin (2x + Z sin(0+ Z 1 2
67. lim ( HZ) _ sin( HZ)zﬁzf
x—0 2x + 3 0 + 3 5
68, lim sinx(1 — cos x) — lim sinx 1—cosx zie opgave 66 1.0=0

x—0 x? x—0 X X
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. sin2x 4+ sinx . sin2x  sinx sin 2x
69. lim —— = lim = lim2-
x—0 x x—0 X x—0 2x
im0 —2.141=3
x—0 X
tan 2x2 tan 2x2 1x-1x 2x2 2
7. lmarc'aznlx:imarcanzx.. % 2' i 1x1 —1.1. 2%
=0 sin” 5x =0 2x sin5x-sinsx X 3X 1
3x 3x 3x _
71. lim & :hm?)'E = im & =3-1=3
x—0 X x—0 x—0 3x
In?(1 + x2 In(14+x2) In(1+x2) 1
72. lim n’( +x)zlim n +x)' n(1+x%) Z =1 1.%:%
x—0 3x4 x—0 x2 x2 3
In2 In2 In2
73 lim =% = lim 2- 2 — 2. lim =X =2.0=0
xX—oo X X—00 X x—o0 2x
Alternatief:
In2 In2+1 In2 1
lim 2 = gy 2T {n+nx} =0+0=0
X—oo X X—00 x x—oo | x x
e T00 e T00 = eT00 X 1
o lim — = i 2 100 | — - .. =
74 5% 3Inx® Pt Lgo 3-5Inx i 90 Inx 100-15
1
R — = &0
1500
lim Ccos 3x — cos x
75 x—0 x2 )
Formule 26 uit paragraaf 4.13 zegt: cosa —cos f = —2sin # sin ’X;ﬁ .
Dus cos3x —cosx = —2 sin%x sin 27" Dus
lim cosSx;cosx _ lim -2 sin22x sin x — olim sin2x . sin x 9191 4
x—0 X x—0 X x—0 2x X
In(1 4+ x2 In(1 + x2
76. limwzlimcosx n( —12—x ) . .x =1-1-1=1
x—0 X sin x x—0 x sin x
77. lim e¥ —cosx _ lim |:ex -1 1 —COSx:| zie opéave66 140=1
x—0 X x—0 X X
78.
ecosr — 1 e —1 cosx
im ——— = lim [ . }
x»% cos3x  x-Z | cosx  cos3x
COSX __
~lim & L im S8Y
x—»Z COSX  x—Z cos3x
De eerste limiet is gelijk aan 1. De tweede is met behulp van
cos 3x = 4 cos® x — 3 cos x te schrijven als:
cosx im COS X — lim 1 11
17 cos3x  x-74cosPx —3cosx x-74dcos?x—3 0-3 3
cosx _ 1
Dus lim S —%

x—% €os3x

79. x = 1 invullen in lim,_,q % levert %. Stel x —1 = p.



8o. 1

Als x =+ 1dan p — 0. x = p+ 1 invullen in tan 7rx:
tan7tx = tan7t(p+ 1) = tan(rp + ) = tan 7tp
(wegens tan(x 4 7r) = tanx). Dus

x—1 . . p 1

im = = .-
r—ltan7tx p—0tanztp p—0tanmtp 7

sin x 1
im = =00
MEsin2x  +0

= lim P = lim =1-
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14
Uitwerkingen Hoofdstuk 6

1. a. Het differentiequotiént op [2,3]:

Af(x) _fB)—f(2) _33-32° _9 4 _5
Ax 3-2 1 4 4 4
b. Op [2,2}]:
2
fC)-f2) 125 -3 _iF-1_R-1w%_9 ,_9
2} 2 ! O
c. Op [2,2.1]:
f(21) - f(2) 1212 —322 1441-1 11025-1 1,005 (= ﬂ)
21-2 01 01 01 TV 40
d. Op [2,2+h]:
fR+R)—f(2)  r2+h?*—122 L(4+4n+h) -1
2+h) -2 h N h
1+h+3h*—1  h+ ih?
_1+h+g _htght 14 lh
h h
Achteraf gezien was het handiger geweest eerst dit onderdeel
te maken, en het antwoord 1 + }Ih te gebruiken om de diffe-
rentiequotiénten van de vorige onderdelen te berekenen door
achtereenvolgens h =1, h = % en i = 0.1 in te vullen.
e. lim fe+h) - f2) = lim1+ }Ih = 1, en dit is de richtings-
h—0 h h—0
coéfficiént van de raaklijn aan de grafiek van f in het punt
(2,£(2)) = (2,1).
2. a. Het differentiequotiént op [1,2]:
M) _ @) - f(1) _2243-2-(1243-1) _ _
A = a1 = 7 =4+6-4=6
b. Op [1,1.1]:
f) —f(1)  11243-1.1-(12+3-1) 121433-4 051 51
.1-1 0.1 N 0.1 01 7
c. Op [1,1.01]:

f(1.01) — f(1)  1.01243-1.01—(124+3-1)  1.0201+3.03—4  0.0501

101 —1 0.01 0.01 =01 U
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d. 5.001
e. Op [1,1+h]:
fA+m) —f1) _ (1+h)>+3(1+h) —(12+3-1)
1+h—1 h
_ 1+2h+h2;3+3h—4 _ 5h:1-h2 54k

Dit antwoord is in overeenstemming met de antwoorden van
a.totenmetd. (h=1,h=0.1, h =0.01 en h = 0.001).

£ m AN =) s s
h—0 h h—0

g. Differentiequotiént van f op [a,a + h]:

fla+h)—f(a) _ (a+h)*+3(a+h) —(a* +3a)
(a+h)—a h
a2 +2ah +h%+3a+3h—a®2—3a B 2ah + h? + 3h

h h

=2a+3+h

b tim 20N = F@) o3 h— 2043
h—0 h h—0
3. f(x) =3x+ 10 op [a,a + h]: het differentiequotiént is

Ay _ flath)—f(a) 3(a+h)+10—(32+10) 3h _

Ax h h h

Dit antwoord was te verwachten omdat de grafiek van f een lijn

3

met helling 3 is, en een lijnstuk door twee verschillende punten
van die lijn dus ook helling 3 heeft.

4 f(0) = s oplaathlar?

Ay _ fla+h)—fa) _ axia— i

Ax h h
2(a—2)—2(a+h-2) —2h
(a+h-1)(@a-2) _ (ath-2)(a-2) _ -2

h h (a+h-2)(a-2)

5. f(x) = " i 5 OP [3,3 + h]; a = 3 invullen in het antwoord van de
vorige opgave:
Ay -2 2
Ax  (3+h—-2)3-2) 1+h

6. f(x)=x3op [1,1+h]:

Ay (1+h)P -1 1+43h+32+h -1 _ 3h+3k* 41
Ax h B h B h

7. f(x)=5=f(x)=0
8. f(x)=3x= f'(x)=3

9. f(x) =3x—-7= f'(x)=3

=3+43h+h?



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Flx)=4—5v= f/(x) = -5
f(x) =3x% = f'(x) = 6x

Flx) =222 +3 = f/(x) = 4x

Fa)=x—x= fl(x) =2x—1

f(t)y=4—1 = f'(x) = -2t

f(s)=(s—1)% dus f(s) =2 —2s+1= f/(s) =25 —2
Flx) = o dus f() = b1 = flx) = - —1x2 = oL
f(x) = VBx = f/(x) = V5

flx) =x% = f'(x) = 8x7

79 = Y, dus ) = 12— e 1) = B

f(x):xzzx-x:>f’(x):1-x+x'1:x+x=2x

a. Met de productregel:
fx)=(x+3)(x—-1)= ff(x) =1-(x—1)+(x+3)-1 =
x—1+x+3=2x+2

b. Eerst haakjes uitwerken: f(x) = (x +3)(x — 1) = x> +2x — 3,

dus f'(x) =2x+2
a. Met de productregel:

f(x)=Bx2=1)(m+x%) = f'(x) =6x- (m+x3)+ (3x2 - 1) -
3x2 = 6mx + 6x* +9x* — 3x% = 15x* — 3x% + 671x

b. Eerst haakjes uitwerken: f(x) = (3x%> — 1)(7r + x3) = 3mx? +

3x% —r — %3, dus f'(x) = 67rx + 15x* — 3x2

f(x) = (4x +3)2 = 16x% +24x +9 = f'(x) = 32x + 24

_ 4x-7 ooy 4 (3—x%)—(4x—7) —2x
fo) = 3= = f0 = (3—x2)2 -
12 —4x? +8x2 — 14x  4x? —14x + 12

(3 —x2)2 T (3-ax2)2

flx) = (2% —4x)(3x° —x2 +6x) = f/(x) = (3x* —4)(3x° —
x2 4 6x) + (2% — 4x)(15x* — 2x +6) = (9x7 — 3x* + 1823 —
12x° 4 4x2 — 24x) + (15x7 — 2x* + 633 — 60x° + 8x% — 24x) =
24x7 — 72x° — 5x* 4 24x3 + 12x% — 48x

2 x4 x+1

f)=35-3+ts+—, =2x 2 Ilx+i4+1+x71 dus
fl(x) = %x’3 %—i—O—O—O—x’Z

4 1 1 —4-x-3x  x43x+4

33 3 x2 3x3 N 3x3

1.5 _ _ 2 20
() =8P+ 5+ = =7(t) =2t —2t73 - 20¢ 5:2t_?3_?5
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28.

29.

30.

31.

32.

33

34-
35
36.

37

38.

39-

7 14 2
S(x):p+x%+C:>s’(x):—14x*3+§x*%:_F+ﬁ.
3., .2 _ 7
f(x) — % — X+1+X_1—7X_2 = f/(x) _

1 14 3 14
1+0—x‘2+14x_3—1——+f—%

3.(t+8) —(3t+5)-1 3t4+24—3t—5

> 8t = (t+8)2 R

3t+5

8t) =513

19
(t+8)2

h(x) = 22(x+2)% = x?>(x* + 4x +4) = x* +4x3 + 422, dus
W(x) = 4x3 +12x + 8x
2 2
i(x) = % = zie opgave 31 = h(x>1 Dus i'(x) =
W(x)-(x—1)—h(x)-1 (4x +12x2 4+ 8x)(x — 1) — (x* +4x3 +4x2)
(x—1) (x—1)2 -
4t 41203 4+ 8x% — 4x3 — 1242 — 8x — x* — 4x3 — 4x? _ 3x* +4x3 — 8x? — 8x
o1 R

a. f(0) =0, f(1) = —1en f(2) = 0. Dus de gemiddelde helling

van f op [0,1] is Lﬁ)‘(()) = —1, en de gemiddelde helling

op [1,2] is % +1

b. Het differentiequotiént op [1,1 + h] is fa+h) = f1) _

h
(14+h)?—=2(1+h)—(12-2-1) 142h+h-2-2h+1 _
, h - h -
h
S=h

c. De helling van f bijx =1is limh =0
h—1

d. De raaklijn aan f in het punt (1, f(1) gaat door het punt
(1, f(1) en de helling is 0. De vergelijking van de raaklijn is
dusy— f(1) =0-(x —1), oftewel y = —1

Zie stelling 6.14.

Zie stelling 6.16.

De productregel luidt: [fg]' = f'¢ + fg'- Neem f(x) =cen g =
g(x). Dan is [cg(x)]" = ¢'g(x) +¢g/(x) = 0- g(x) +cg'(x) = cg'(x)
f(x) = VB Vi=vE-xd = fx) = V5 hxd = 2“;

f) =2t = fx) = Jxt = 3y
fx) =t = 0 = i =




40.
41.
42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.
53.
54

55-

56.

57-

58.
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1
3

X)) = — =X 3 = X)) = —5X 3 = — = —
J) = =3 3V 3xVa?
f(x) =sinx +cosx = f'(x) = cosx — sinx.

1
= 2si t = f =2 —
f(x) sinx + tanx = f'(x) cosx + p—

f(t) =2+ cost = f'(t) =2t —sint

f(x) = cos® x = cos x - cos x =
f'(x) = —sinx-cosx +cosx-—sinx = —2sinxcosx = — sin 2x

f(x) =tan? x = tanx - tan x =

(x) = tan x + tan x _ 2tanx
"~ cos?x cos2x  cos?x

sin x cosx-x—sinx-1 XCOSX — sinx
f(X) = X = f/(X) = 2 = 2

_ tanx

flx) = T dus

() = coszx(l —x) —tanx- —1 _ 1—x+cos’xtanx

(1—x)2 ~ cos?x(1—x)2
14 s
flx) = %, dus
F(x) = cosx-(14+x)—(1+sinx)-1 cosx+xcosx —1—sinx
B (14x)2 B (1+4x)?
sinx
= 7,(1
fx) 1—cosx s
/o cosx-(1—cosx)—sinx-sinx
fix) = (1 — cos x)?
B cos x — cos? x — sin? x _cosx—1  cosx—1 1
(1 — cos x)2 ~ (1—-cosx)2  (cosx—1)2  cosx—1
f(x) = cos2x = cos? x — sin’ x =

(zie voorbeeld 6.29 en opgave 44) f'(x) = —sin2x — sin2x = —2sin2x
flx) =¥ =e*-e* = f/(x) =e*-e* +e5-e* =2e%

f(x) =cos2x = f'(x) = —sin2x -2 = —2sin2x

f(x) =tan2x = f'(x) = Coslz 2 T cos§2x
f(x) =cos(x®+ %) = f/(x) = —sin(x® + ) - 3x* = —3x?sin(x® + §)
f(x) = (2x+1)}, dus .
flx) = —3(@x+1)"%.2= (2x+1)v2x +1
f(x) =siny/x = f'(x) = cosy/x - 2\1/; - Ccz)s\/\gE
. / B 1 oSy — COs x
f0) = Vsinx = 1) = 5 s < = 3 o

flx) = (2x+4)° = f'(x) =5(2x +4)*-2 = 10(2x + 4)* = 160(x + 2)*
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59-

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73

74-

75-

76.

flx) = (x —2x2)% = f/(x) = 2(x — 2x?) - (1 — 4x)

f(x)—zm:xf’(x)—?zwl_—h'”_ 3__77x'

Flx) = (2:‘;2)3 =42-2)7 = fl(x) =4- 32 -2 —2x = 2 24;2)4
tan 1 = f'(x) = CO;; = xzc—o;}c

F(x) = VBHR = fl(x) = — s 20 = —

_2\/3+x2. V34 x2

f(x) = sin(x? +2x) = f'(x) = cos(x? + 2x) - (2x +2).

)
f(x) = sin?(x? + 2x), dus
f'(x) = 2sin(x? 4 2x) - cos(x? + 2x) - (2x + 2) = sin[2(x* + 2x)] - (2x +2)

f(x) = sin(cos x), dus
f'(x) = cos(cosx) - —sinx = — cos x - sin(sin x)

f(x) = cos(sinx), dus
f'(x) = —sin(sinx) - cos x = — sin x - cos(cos x)

f(x) = sin(sinx) = f’(x) = cos(sinx) - cos x = cos x - cos(sin x)

f(x) =sin (cosx), dus

rooN cos x —sinx-x—cosx-1) cos x xsinx + cos x
f(x)-cos( x )( x2 >__COS< x )( x2 >
Flx) = sin(cos x) dus

, cos(cosx) - —sinx - x —sin(cosx) - 1 x sin x cos(cos x) + sin(cos x)
f (x) - 2 - - 2
f(x) = /sin/x, en

1 1
fl(x) = ——=-cos/x- __cosyx
24/sin/x 2y/x  4/x\/sin/x
1 . v/ si
f(x) =sin+/sinx = f/(x) = cos V/sinx - —— - cosx = cosx CO.S smr
2+/sinx 24/sinx

f(x) = cos y/sin(tan x), dus
F/(x) = sin \/sin(tan) - 1 - cos(tan ) - 1 sin/sin(tanx) - cos(tanx)

2/sin(tanx) cos?x 2cos? xy/sin(tan x)
f(x) = tan(x cos 3x), dus

f'(x) =

3x — 3xsin3
- (1-cos3x +x- —3sin3x) = <> x — 3xsin3x

cos?(x cos 3x) cos?(x cos 3x)

f(x) =sin®(3x +4)° =
f'(x) = 2sin(3x +4)% - cos(3x +4)% - 5(3x +4)* -3 = 15(3x +4)*sin2(3x + 4)°

. ]: o -1 :
Stel het quotiént is e fg~'. De productregel zegt:

[fg’l}/ =flgt+f (g’l)/
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Vanwege de kettingregel is (¢~!)" = —1¢"2 - ¢’. Dus

] g f_f8 _fle—f¢
[fg 1} =flgt+f—1g7% g e TS g

(© ()

yA
78. f'(x) = 3(x —2)?endusis f’(x) = 6(x —2) = 6x — 12. De
tweede afgeleide is een lineaire functie die van teken wisselt van
min naar plus bij het nulpunt x = 2. Dus heeft f een buigpunt 17
in (2, f(2)) = (2,0), en is concaaf op (—o0,2) en convex op (2, c0).
Zje figuur 14.1. o 1 2 X

79. f'(x) = 3x* —6x en dus is f’(x) = 6x — 6. De tweede afgeleide
wisselt bij het nulpunt x = 1 van teken van min naar plus, dus
heeft f een buigpunt in (1, f(1)) = (1, —2) en is concaaf op
(—o0,1) en convex op (1,0). Zie figuur 14.2.

Figuur 14.1: y = (x — 2)3
y

1
@)

Figuur 14.2: y = x% — 3x?

80. f'(x) =4x3 —6x2en f’(x) = 12x2 — 12x = 12x(x — 1). De grafiek
van de tweede afgeleide is een dalparabool. f” wisselt twee keer
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van teken, bij x = 0 van plus naar min en bij x = 1 van min naar
plus. Dus heeft f twee buigpunten, in (0,0) enin (1, —1), en is
convex op (—o0,0) en (1,00), en concaaf op (0,1). Zie figuur 14.3.

Figuur 14.3: y = x* — 23

81. f'(x) = cosx+ —sinx en f’(x) = —sinx — cosx. Uit f’(x) =0
volgt sinx = — cosx. Dit is het geval* bij x = %ﬂ en bij x = %ﬂ, * Volgens de definitie is de cosinus de
en de tweede afgeleide wisselt daar van teken, van min naar plus projectie op de x-as, en de sinus de
. . . /3 7 . projectie op de y-as in de eenheids-
naar min. Dus heeft f buigpunten in (17T/ O) en (Zﬂ/ 0) enis f cirkel. Deze projecties kunnen alleen
concaaf op (0, %n) en op %n,Zn) en convex op (%n, %71?). Zie gelijk zijn bij hoeken van 45° met de
figuur 14.4. x-as.

Figuur 14.4: y = sinx + cos x

—4x

82. f'(x)=—-2(x>+1)"2.2x = e

() = —4(x?+1)2 +4x-2(x2 +1)2x  —4(x*+1)+16x2  12x* —4
- CEENE B ECE VL RV

De noemer van f” is altijd positief. De nulpunten en het teken

van f" worden bepaald door de teller. De nulpunten: 12x? = 4,

dus x = i\/g = £11/3. In deze punten wisselt f” van teken van
plus naar min naar plus, en dus heeft f buigpunten in

By = (1v3,f(3V3) = (3v3,3) ~ (0577,3) enin

By = (—3V3,f(—3V3) = (=3V3,3) = (0577, 3).

f is convex op (—oo, —1/3) en op (3V/3,0), en concaaf op
(—3v/3,1V/3). Zie figuur 14.5.

5 Figuur 14.5: y = 211
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83. f heeft alleen betekenis voor x > —4.

X

Fx) =1 VaFiex gy = Vi A

_ 2(x+4)+x  3x+8
2V/x+4  2J/x+4 y4

De afgeleide bestaat voor x > —4.

=

3:2V/x+4—(Bx+8)-2-3(x+4)"
X) =

f//( ) 4(X+4)
3x+8
_6Vx+ C Vxt4d  6(x+4)-(B3x+8)  3x+16 B 1
B 4(x +4) C 4(x+4)Vr T4 A(x+4)Va+d ) 3

Voor x > —4 is de noemer van f” positief, en ook de teller is
positief (nulpunt van f” is het nulpunt van de teller: 3x + 16 = 0,
dus x = —5% ; dit punt valt buiten het domein van f). Dus

voor x > —4is f”(x) > 0, en daarom is f overal convex. Zie
figuur 14.6. Figuur 14.6: y = x/x + 4

84. Een willekeurige derdegraadsfunctie heeft de vorm f(x) = ax® + bx? + cx +d,
met a # 0. Dan geldt f’(x) = 3ax? + 2bx + c en f"(x) = 6ax + 2b.
De tweede afgeleide is een lineaire functie, waarvan de grafiek
geen horizontale lijn is, wegens a # 0. Dus heeft f” een snijpunt
met de x-as (bij x = —£), waarbij f” van teken wisselt, en heeft
f daar een buigpunt.

1
85. f(x) =x2Inx = f'(x) = 2xlnx+x2; =x+2xInx.

1

86. f(x) =In2x =In2+1Inx = f'(x) = =
87. f(x):lnzlenx-lnx:>f’(x):%-lnx—i—lnx-%:ZI?x.
88 f(x)zlnx2:1nx+lnx$f’(x):1+1:%

’ x ox ox
89. f(x) =In(x+1) = f(x) = —— 1= —

' x+1 x+1
go. f(x) =In(Bx+1) = fl(x) = — 3=

' 3x+1 3x+1
g1 f(x) =In(x+1)2 = f/(x) = ——— 2(x+1) 1= —

‘ (x+1)2 x+1

1 12In(3x +1)2
142 2 / _ 2. . .3 —

92. f(x)=In"(3x+1)*= f'(x) =2In(3x+1) Gry i) 2(3x+1)-3 1
93. a. Stely = cosx, dan is Z—Z = —sinx. En verder geldt dat

x = arccos Y. Merk op dat de arccosinus nu een functie van y
is, en dat zijn afgeleide Z—; is.
Met (6.7) volgt:

i[arccos ]—d———— (14.1)
dy y_dy_ﬂ_—sinx 4
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94.

95-

Er moet dus gelden dat sin x # 0. Uit sin® x + cos? x = 1 volgt

2 2 x en dus is

sinx = £v/1 —cos? x

Om te voorkomen dat sin x nul wordt, moet cos x ongelijk £1

sinx =1 — cos

zijn. De inverse cosinus (zie paragraaf 4.26) is gedefinieerd
voor x € [0, rr]. Als je dit interval beperkt tot < 0, 7t > is cos x
ongelijk aan *1 en krijg je precies een interval waarop sin x
positief is. Dus geldt op dit interval:

sinx = /1 —cos? x

Wegens y = cos x is dus sinx = /1 — y2. Dit invullen in (14.1)

levert:
1 1
— [arccosy] = =

dy —sinx  —/T—2
1

VI—x2

d
Hieruit volgt dat — [arccos x] = —

xe< —1,1 >.
dx

b. Uit opgave 69 van hoofdstuk 4 volgt arcsin x + arccos x = 7.

Dus % [arcsin x + arccos x] = 0.

Dus ook is 4 [arcsin x] + 4 [arccos x] = 0.

1
Vi1-x2

Vanwege %[arcsin x] = volgt d%[arccos x] = —

1—x2

a. f even betekent dat f(x) = f(—x). Neem van beide kanten de

afgeleide (die zijn dan ook aan elkaar gelijk):

=)

en
AR =f ) 1= —f )

Dus f’(x) = —f'(—x). Dus per definitie is ' oneven.

b. f oneven betekent dat f(x) = —f(—x). Neem van beide

kanten de afgeleide (die zijn dan ook aan elkaar gelijk):

en q / /
[ F ) = —f (-3 ~1= (=)

Dus f’(x) = f'(—x). Dus per definitie is " even.

Stel het quotiént is é = fg~ . De productregel zegt:
!/ /
Fe = ret (g7
Vanwege de kettingregel is (§71)" = —1¢72- ¢/ Dus

ff8_ fls—fg

/
fe ] = fet+f 1872 g = P e
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Inx 1
. .10 _ o .
96. a. Wegens stelling 1.35is "“logx = n10 — Inlo Inx
Omdat ﬁ een constante is, volgt met de scalairregel dat de
1
afgeleide hiervan gelijk is aan T In10
Inx 1
. o _hnx 1
b. Wegens stelling 1.35 is *log x = na— Ina Inx

Omdat ﬁ een constante is, volgt met de scalairregel dat de

afgeleide gelijk is aan

x-Ina
97. f(x) = arcsin(2x +3) =
1 2
flx) = 2=
V11— (2x +3)2 V1—4x2 —12x -9
_ 2 _ 1
Va(=x2=3x—-2) -x2-3x-2
98. f(x) = arcsinx + arccosx = f'(x) = LI =0
V1I—x2  /1—x2
(Zie ook de uitwerking van opgave 93b)
99. f(x) = arcsinx - arccos x =
f'(x) = ———= -arccos x + arcsinx - — ! S (arccos x — arcsin x)
V1—a2 Vi-x2  V1-a2
arcsin x
100. f(x) = arccos x
1 arccos x — arcsin x .
F(x) = 1—x2 V1—x2
arccos? x
1
————(arccos x + arcsin x)
V1 —x2 .
= po— = zie opgave 69 van hoofdstuk 4
1
_V1-x2 2 T
arccos? x 2v/1 — x? arccos? x
1 2 arct.
101. f(x) = arctan? x = f’(x) = 2arctan x - i allri?;x
1 2x
102. f(x) = arctanx? = f/(x) = ——— 2x = ——
£ PO = F T
103. f(x) = Larctanix = f/(x) = RN G
. 2 2 21_'_(%)()2 2 4+x2
1 1

104. f(x) = arccos(arctanx) = f'(x) = — .
4. f(x) ( ) = f'(x) T 1182

105. f(x) = arcsin?(2x + 3) =

2 arcsin(2x + 3)

f'(x) = 2arcsin(2x + 3) - [arcsin(2x + 3)]" = zie opgave 97 = — —mo
V—x?—3x—2
106. f(x) = arcsin(2x +3)% =

/x) — 1 ‘ Ly A(2x+3)
e 1-[(2x +3)7 A 1—(2x+3)*
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107. f(x) = arcsin?(2x + 3)% =

/

f'(x) = 2arcsin(2x + 3)2 - [arcsin(2x + 3)2} = zie opgave 106

8(2x + 3) arcsin(2x + 3)?
1—(2x+3)*




15
Uitwerkingen hoofdstuk 7

1. i. Het domein is R\ {2}
ii. Snijpunt x-as: (1,0), met de y-as: (0, })

iii. f is niet even, oneven of periodiek.
x—1 o1-1

iv. lim = lim =1,

dus is y = 1 horizontale asymptoot voor x — £co

- -1
Verder is lim T +00 en lim X =
x|2 x =2 X2 X —2

—0o0

v. Met synthetisch delen volgt f(x) =1+ % Dus f(x) =1+ (x —2)~!

-1
en daaruit volgt f/(x) = —(x —2)72 = G2 Omdat
f'(x) < 0voor alle x # 2, is f op het hele domein een dalende |
functie; er is geen maximum of minimum y !
vi. Uit f'(x) = —(x —2)"2 volgt f"(x) = 2(x —2)73
f" bestaat niet in x = 2, maar wisselt daar wel van teken (van |
min naar plus), dus f gaat over van concaaf naar convex - ____ L I A
Zie figuur 15.1. o} 52 =
2. i. Het domein is R\{—1} i
ii. Snijpunt x-as: (1,0), met de y-as: (0, —1) }
iii. f is niet even, oneven of periodiek. ) ro1
Figuur 15.1: f(x) = o

iv. Met synthetisch delen volgt f(x) =1—

e dim ) =1

dus is y = 1 horizontale asymptoot voor x — £oo

Verder is lim A —oo en lim A 400
xj-1x+1 -1x+1
v. Uit f(x) =1—2(x+1) " volgt f'(x) =2(x + 1) 2 = (le)Z,

Omdat f'(x) > 0 voor alle x # —1, is f op het hele domein
een stijgende functie; er is geen maximum of minimum

vi. Uit f/(x) =2(x+1)"2 volgt f"(x) = —4(x+1)3
f" bestaat niet in x = —1, maar wisselt daar wel van teken
(van plus naar min), dus f gaat over van convex naar concaaf

Zie figuur 15.2.

3. i. Het domein is R\ {2}
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ii.

iii.

iv.

Vi.

Voor snijpunten met de x-as moet gelden: x2 + 5 = 0, dit heeft
geen oplossing. Snijpunt met de y-as: (0, —21)

Geen symmetrie

Met synthetisch delen volgt f(x) = x +2 + %

Dus y = x + 2 is een scheve asymptoot voor x — F-oo.
Verder is lim f(x) = +co en lim f(x) = —c0
x|2 x12

Uit f(x) = 1+9(x —2)~! volgt
flx)=1-9(x—-2)2=1-

(x—2p
9
Uit 1 — e 0volgt (x —2)> = 9,dus x —2 = 43,
oftewel x = —1 of x = 5. Tekenoverzicht van f’ is
++(-1) - —-(05) ++
Dus heeft f een maximum bij x = —1 en een minimum bjj

x=5. f(—1) = —2en f(5) = 10.

Uit f'(x) =1 —9(x —2)~2 volgt f(x) = 18(x —2)73
f" bestaat niet in x = 2, maar wisselt daar wel van teken (van
min naar plus), dus f gaat over van concaaf naar convex

Zie figuur 15.3.

4. 1.

ii.

ii.

iv.

Vi.

Het domein is R

Voor snijpunten met de x-as moet gelden: x* — 4x2 44 = 0. Stel
x? = t. Dan moet gelden > — 4t + 4 = 0, oftewel (t —2)2 =0,
dus t = 2. Uit x> = 2 volgt x = ++/2. Dit zijn de nulpunten.
Snijpunt met de y-as: (0,4)

Er geldt: f(—x) = f(x), dus is f een even functie.

Er zijn geen asymptoten. xgrgoo f(x) =00

f'(x) = 4x® — 8x. Uit f'(x) = 0 volgt x(x> —2) = 0,dus x = 0
of x = ++/2. Tekenoverzicht van flis

— = (=V2) + +(0) - - (V2) + +

Dus heeft f een maximum bij x = 0, dit is ook het snijpunt
met de y-as, en minima bij x = +/2, dit zijn ook de nulpun-
ten.

f"(x) = 1242 — 8. Uit f"(x) = 0 volgt x = +,/3 ~ +0816.

Figuur 15.2: f(x) =

10

x—1
x+1

Figuur 15.3: f(x) =

x> +5

x—2



De grafiek van f” is een dalparabool die bij deze punten van
teken wisselt. Dus daar bevinden zich de buigpunten van f.

Zie figuur 15.4.
5. i. Het domein is R\{—2,2}

ii. Voor snijpunten met de x-as moet gelden: x> — 5 = 0, dus
x = /5. Snijpunt met de y-as: (0, 3).

iii. Er geldt: f(—x) = f(x), dus is f een even functie.

o

x? —4

Dus lim f (x) =1, dat wil zeggen dat y = 1 een horizontale
X—>=00

iv. Met een staartdeling volgt f(x) =1 —

asymptoot voor x — *co.
Er zijn twee verticale asymptoten bij x = £2:

tim f(3) = —e0 = lim £(x) en'lim f(x) =+ = lim £(x)
v. Uit f(x) =1 — (x> —4)~! volgt

Fl0) = (=) 20 =
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V2 [¢]

Figuur 15.4: f(x) = x* —4x2 +4

Uit f'(x) = 0 volgt x = 0. Tekenoverzicht van f'is — — (0) + +

Dus heeft f een minimum bij x = 0. Er geldt f(0) = 3

vi. Met de quotiéntregel volgt

() = 2. (x? —4)2 —2x-2(x* —4) - 2x _ 2-(x*—4)—2x-2-2x
(x2 —4)* (x2 —4)3
_ 2x2—-8-8x2  —6x*—38
(x2—4) (x2-4)3

De noemer van f” is negatief voor alle x, dus heeft " geen
nulpunten, en f geen buigpunten. f” wisselt wel van teken:
- = (-2) + +(@2) - -

Dus f gaat bij —2 over van concaaf naar convex, en bij 42
omgekeerd.

Zie figuur 15.5.

6. i. Het domein is R.

ii. Er geldt: f(x) > 0; er zijn geen nulpunten. Verder is f(0) =1,
dus (0,1) is het snijpunt met de y-as.

x2—5
x2 —4

Figuur 15.5: f(x) =
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iii.

iv.

Vi.

f(=x) = f(x), dus is f even.

xEToo f(x) = co. Er zijn geen asymptoten.

f(x) = 2xe®. Uit f(x) = 0volgt x = 0 en f/(x) wisselt van
min naar plus bij x = 0. Dus gaat f over van dalend naar
stijgend bij x = 0.

Met de productregel volgt

F(x) = 26 + 2xe*” - 2x = 2% (1 + 2x2)

Hieruit blijkt dat f”(x) > 0 voor alle x, dus heeft f geen
buigpunten en is f overal convex.

Zie figuur 15.6.

7. i

ii.

ii.

iv.

Vi.

Het domein is R.

Uit f(x) = 0 volgt x = 0. Dus (0, 0) is het enige nulpunt, en
dit is tevens het snijpunt met de y-as.

f(—=x) = —f(x), dus is f oneven.

XEIEOO f(x) = oo. Er zijn geen asymptoten.
Uit f(x) = xe¥ volgt f/(x) = exz(l + 2x2) (vergelijk onderdeel

f uit opgave 6). Er geldt f'(x) > 0 voor alle x, dus is f een
stijgende functie.

Met de productregel volgt

F(x) = ¥ - 2x(1+ 2x2) + e - 4x = 2xe* (2x2 4 3)

f" heeft een nulpunt bij x = 0, en wisselt daar van teken (van
min naar plus), dus f heeft een buigpunt bij x = 0 en gaat
over van concaaf naar convex.

Zie figuur 15.7.

8. 1

ii.

1ii.

iv.

Het domein is R.

Uit f(x) = 0 volgt x = 0. Dus (0,0) is het enige nulpunt, en
dit is tevens het snijpunt met de y-as.

f(=x) = —f(x), dus is f oneven.

1_1>r31;1 f(x) = 0. Dus de x-as is horizontale asymptoot in beide
X (o]

richtingen.

() = 4(x* +1) —4x(2x) _ —4x* +4

(x241)2 (x24+1)%"
De noemer is altijd groter dan nul. Er geldt f'(x) = 0 als
de teller nul is. Uit —4x? + 4 = 0 volgt 4x> = 4 oftewel
x = 1. De teller wisselt hier van teken, en dus ook f’. Er
geldt f(1) = 2en f(—1) = —2. Dus f heeft een maximum in
(1,2) en een minimum in (-1, —2).

-1 O 1
Figuur 15.6: f(x) = e
A
1<
-1 O 1

Figuur 15.7: f(x) = xe*
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vi.
() = (—8x)(x% +1)2 — (—4x* +4)2(x® +1)2x
(x24+1)4
(—8x)(x% +1)2 + 16x(x* — 1) (x% + 1)
(x2+1)4
_8x(x? 1) [—(x241) +2(x2 —1)]
N (x2+1)4
8x(x*+1) - [x* —3]
(x241)*
De noemer is altijd groter dan nul. f”(x) = 0 als de teller
nul is. Dit is het geval bij x = 0 enbij x = 4+/3. f wis-
selt daar ook van teken, en dus heeft f drie buigpunten bij

(—v/3,—/3), (0,0) en (1/3,+/3). Zie figuur 15.8.

gi Figuur 15.8: f(x) = 21

9. i. De functie is niet gedefinieerd als de noemer gelijk aan nul
is. Uit 14 cosx = 0 volgt cosx = —1, dat is het geval bij
x=mn+k-2m, ke Z.

Het domein is R\{x | x =+ k-2n, k€ Z}

ii. Snijpunten met de x-as volgen uit sinx =0, dus x = k- 27, k € Z.
Snijpunt met de y-as: (0,0).

iii. Zowel sin x als cos x hebben periode 27, en dat geldt ook voor
f.

iv. Eigenschap 16b uit paragraaf 4.13 zegt dat cos 2a = 2 cos? & — 1.

Dus is 1+ cosx = 2cos? 1x.

Eigenschap 15 uit diezelfde paragraaf zegt dat sin2x = 2sin « cos a.

Dus is sinx = 2sin %x cos %x.
25sin Jx cos 1x sin 1x

Dus f(x) = 2 - = 2~ = tan x. De functie

21 1
2 cos 7X Cos ;X

y = tanx heeft verticale asymptoten bij x = 5 +km, k € Z.

Dus heeft f verticale asymptoten bij %x = 7 + km, oftewel bij
x=mn+k-2m, keZ

v. De tangens heeft geen maxima of minima.

vi. y = tanx heeft buigpunten bij x = k7, k € Z, dus heeft
f(x) = tan }x buigpunten bij x = k- 27, k € Z.

Zie figuur 15.9.

-1
10. i. Stel p(x) = ;Ci“ Dit is de functie die in opgave 2 is onder-
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sinx
1+ cosx

Figuur 15.9: f(x)

I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
| | |
| | |
-3 21 -7 (0] T T 3mr X
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I

zocht. Nu geldt: f(x) = arcsin p(x). Het domein van arcsin x

is [—1,1]. Dus moet gelden: —1 < p(x) < 1. Uit de grafiek bij

opgave 2 blijkt dat dit het geval is voor x > 0. Dus het domein
van f is [0, o).

ii. arcsinp(x) = Oals p(x) = 0, dus als x — 1 = 0 oftewel als
x = 1. Dus (1,0) is het enige nulpunt. Snijpunt met de y-as:
f(0) = arcsin =1 = — 7%, dus (0, — 7).

iii. f is niet even, oneven of periodiek.
iv. Uit opgave 2 blijkt dat lim p(x) =1, dusis xlgtolo arcsin p(x) =
arcsin1l = 7. Dus heeft f een horizontale asymptooty = 7

voor x — oo. De overige asymptoten die in opgave 2 een rol
spelen, vallen buiten het domein van f.

v. Met de kettingregel volgt uit f(x) = arcsin p(x):

1 1 2

Vi P 1_(x_1)2'<x+1>2

1 2 . 1 2
(x+1)2—(x—1)2 (x+ 1)2 47952 (x+ 1)2
(xF1)2 (x+1) Vanwege het domein van f is x > 0.
De afgeleide bestaat niet voor x = 0,
1 2 1 maar wel voor x > 0. Als x > 0, is ook

R C S A PR IV x+1>0.

flx) =

Voor x > 0is f'(x) > 0, dus is f een stijgende functie.

1 1 3 1
vi. Uit f/(x) = = = (x2 +x2)"! volgt
PO = Gima —a g~

3 x4 L
Mix) = —(x3 +x3)2. 3yt 4 1y 3y = 200 2VF
f(x) (x2 +x2)77- (5x2 4 7% 2) (/x £ 3]

Voor x > 0is f”(x) <0, dus is f concaaf op (0, ).

Zie figuur 15.10.

11. 1. Het domein is R.

ii. Er geldt: f(x) > 0; er zijn geen nulpunten. Verder is f(0) =1,
dus (0,1) is het snijpunt met de y-as.

iii. f(—x)= f(x), dusis f even.

iv. li = 0. De x-as is horizontal toot.
iv. J(_1>ri1oof(x) 0. De x-as is horizontale asymptoo
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-1
A i : f(x) = arcsin -
y Figuur 15.10: f(x) = arcsin )

— NN

o
=
=

NIR
—

v. fl(x) = —xe 2% Uit f(x) = 0 volgt x = 0 en f’(x) wisselt
van plus naar min bij x = 0. Dus heeft f een maximum bij
x=0.

vi. Met de productregel volgt
f'(x) = —em 1 4 (—xe*%"2 C—x) = e*%"z(x2 -1)
f"(x) =0 voor x = +1.
Tekenoverzicht van " is + + (-1) — — (1) + +
Dus f gaat bij x = —1 over van convex naar concaaf, en bij
x = 1 omgekeerd.

Zie figuur 15.11.

12. a. i. Het domein van f is R\{0}

ii. Uit f(x) =0 volgt x = /=2 = —v/2 ~ —1.26. Dus (—+/2,0)
is het enige nulpunt. Er is geen snijpunt met de y-as.

iii. f is niet even, oneven of periodiek.

2
iv. Ergeldt f(x) = x* + o De x-as is verticale asymptoot:
lim f(x) =0 — 00 = —o0, en lim f(x) = 0+ 00 = co.
x10 x]0

] /

Merk op dat voor grote waarden van x: f(x) ~ x2. /
Verder is limy_,+o f(x) = oo. Er is geen horizontale asymp- /
toot. /
Wegens lim fx) = lim x+ % = oo heeft f ook geen 3 /

x—doo X x—rFoo X /
schuine asymptoot. /

3 x—(x*4+2)-1 263 -2

e -

De noemer is altijd groter dan nul. Er geldt f'(x) = 0 als Y /
de teller nul is, en dat is bij x = 1. De teller wisselt daar /
van teken (van min naar plus) dus heeft f een minimum in © 1 *
1,3).

6x2 - x? —(2x°—2)-2x  2x°+4

Vi f7(x) = (x4 ) 2% _ s
Er geldt f/(x) = 0 als de teller nul is, dat is bij x = —+/2
(dit is ook het nulpunt). En f” wisselt daar van teken (van
plus naar min), dus gaat f in het nulpunt over van convex
naar concaaf.
) ¥ +2
b. Zie figuur 15.12. Figuur 15.12: f(x) = ——en

g(x) = x?
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3

2
c. Stel f(x) = g(x). Danis e x2, dus x® +2 = %3,

x
oftewel 0 = 2. Er is geen oplossing, dus hebben f en g geen

snijpunten.

13. a. De grafiek van f is vrijwel dezelfde als die van de functie uit
opgave 8, slechts de y-waarden zijn gehalveerd. De grafiek
van g is een dalparabool met nulpunten bij x = —2 en x = 0.

Zie figuur 15.13

De snijpunten van g en f volgen uit g(x) =
zeggen:

2x
x2+1
(x® +2x)(x2 +1) = 2«x
x4 223 1% 4 2x =2«
2 4 xr =0
2(x®+2x4+1)=0
P(x+1)2=0

x>+ 2x =

Dus g en f hebben snijpunten bij x =0 en x = —1.

b. Duidelijk is dat x*>(x + 1)?> > 0 voor alle x. Wanneer je de
berekening van de snijpunten in de omgekeerde volgorde

uitvoert, krijg je het gewenste resultaat:

(x+1)2>0
X2(x®+2x+1) >0
x4+2x3+x2 >0

x4 2%+ x% +2x > 2x
(x® +2x)(x* +1) > 2x

dus geldt, wegens x* +1 > 0

2x
2
2x >
ez +1
Oftewel g(x) > f(x) voor alle x.
14. dsinx = cos xdx 17. de¥ =e¥dx
15. dcosx = —sinxdx 18. dx® = 3x%dx

16. d+/x = ﬁdx 19. dtanx =

f(x). Dat wil

Figuur 15.13: f(x) =
x2 4 2x



20.
21.

22.

26.

27.

28.

29.
30.
31.

32.

37-

38.

39-

dy = (4x +3)dx 23. dg(t) = (1+2t)dt

df(x) = e*dx 24. dy = (sinx + x cos x) dx

dy = Cos%zx 25. df(x) = (cos? x —sin” x) dx
Er geldt f(x +dx) = f(x) +df = f(x) + f'(x) dx.

1
Toegepast op f(x) = /x levert dat: vx +dx = /x + NG dx.
X
Voor x = 16 en dx = 0.2 wordt dat:

1 1
—02=4+--02=4.025
2v/16 8

De rekenmachine geeft v/16.2 = 4.02492.. ., het verschil is
minder dan 0.0001.

V162 =16 +02 ~ V16 +

sin(0.1) = sin(0 + 0.1) & sin(0) 4+ cos(0)-0.1 = 0+1-0.1 = 0.1
De rekenmachine geeft sin0.1 = 0.0998..., een verschil minder
dan 0.0002.

xdx:d(%xz) 33. \/de:d%x%
1
xzdx:d<%x3) 34. de:d(z\/%)
2 _ (2,3
(2x*+1)dx = d(5x° + x) 3. xlzdx:d(—1>
sinxdx = d(— cos x)

— si —d(1
cos xdx — dsinx 36. —sin2xdx d(ZCOSZX)

Noem de gezochte getallen a en b. Dan geldt a — b = 10, dus b =
a — 10. De opgave is: minimaliseer a - b, dus minimaliseer a(a —
10). Stel f(a) = a(a — 10). De grafiek van f is een dalparabool
met nulpunten bija = 0ena = 10. Het minimum bevindt
zich dus bij a = 5 (en is gelijk aan —25). Dusa = 5en b = —5.
Alternatieve oplossing: Noem de getallen x en x — 10. Dan is
het product f(x) = x(x —10) = x? — 10x. De afgeleide is
f'(x) = 2x —10. Uit f’(x) = 0 volgt x = 5. Het minimum is
f(5)=5-—-5=-25.

Noem de getallen a en b. De opdracht is: minimaliseer a + b,
onder de voorwaarden dat a,b > 0 en ab = 9. Uit dit laatste volgt
b = 2. Dus minimaliseer a + b = a + 2. Stel f(a) = a+ 2. Uit
f'(a) = 0volgt f'(a) =1-— a% =0,dus a®> = 9ena = +3. Het
gaat om a > 0, dus bekijk a = 3. Links van 3 is f/(a) negatief,
rechts van 3 positief. Dus heeft f inderdaad een minimum bij
a=23.Uith = % volgt dat ook b = 3.

Tegel.

a. De driehoeken PBQ en RDS vormen samen een rechthoek
van 8 bij 4 cm. De driehoeken APS en QCR vormen samen
een vierkant van 2 bij 2 cm. De oppervlakte van het parallello-
gram is dus 10-6 — 8 -4 —2-2 = 24 cm?.
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b. De driehoeken PBQ en RDS vormen samen een rechthoek
van 10 — x bij 6 — x cm. De driehoeken APS en QCR vormen
samen een vierkant van x bij x cm. De oppervlakte van het
parallellogram is dus 10 -6 — (10 — x)(6 — x) — x> = 60 — (60 —
16x + x2) — x? = 16x — 2x* cm?.

c. De oppervlakte van het parallellogram wordt gegeven door
f(x) = 16x — 2x%. De grafiek van f is een bergparabool. f heeft
een maximum als f'(x) = 0, dus als 16 — 4x = 0, dus als x = 4.

d. Het maximum van f is f(4) = 16 -4 — 2 - 42 = 32. De maximale
oppervlakte van PQRS is dus 32 cm?.

40. Doos.

a. De inhoud van de doosis I(x) = 1-b-h, met] = 20 — 2x,
b=12—-2xenh = x. Dus I(x) = (20 — 2x)(12 — 2x)x =
4x3 — 64x% + 240x

b. De formule heeft betekenis als alle zijden van de doos (I, b en
h) positief zijn. Dusals x > 0,20 —2x > 0en 12 —2x > 0.
Beide laatste eisen leiden tot x < 10 en x < 6. Realistische
waarden voor x liggen dus in het interval (0, 6).

c. Los de vergelijking I(x) = 180 op. Dus 4x® — 64x? + 240x = 180,
oftewel x> — 16x% + 60x — 45 = 0. Een aantal waarden probe-
ren, zoals x = £1 of x = £3, leidt tot het inzicht dat x = 1
een oplossing is. Alternatief is een grafiek te tekenen van
f(x) = x3 — 16x% + 60x — 45. Daarin is snel te zien dat x = 1
een nulpunt is. Met een synthetisch delen (of een staartdeling)
volgt: x3 — 16x? + 60x — 45 = (x — 1)(x? — 15x + 45). Oplossen

15435
-2

van x? — 15x +45 = 0 levert x1, = als nulpunten.

x| = 15273‘/5 ~ 10.85, deze waarde valt buiten het interval
(0,6).
Xy = M ~ 4.15. Dus I(x) = 180 voor x = 1V x =
15-3v5

V5 ~ 415

d. Los I'(x) = 0 op om de punten met horizontale raaklijn te

vinden. I'(x) = 12x? — 128x + 240 = 0, oftewel 3x> — 32x +
3zig/ﬂ _ 16i§\/ﬁ )

60 = 0, dus de nulpunten van I’ zijn x1, =
De grafiek van I’ is een dalparabool, die positieve waarden
links, en negatieve waarden rechts van x = %‘/ﬁ ~ 243
heeft. Dus I heeft bij deze waarde van x een maximum.

41. Bruine bonen. Het volume van het blik is gegeven in milliliter,
de afmetingen moet je geven in een lengtemaat, bijvoorbeeld
centimeter, dus is het handig ml in cm® om te zetten: 1000 ml =

1liter = 1 dm® = 1000 cm®. Dus 1 ml = 1 cm® en 750 ml =

750 cm3.

De onder- en bovenkant van het blik zijn cirkels met een opper-
vlakte 7172. De omtrek van de cirkels is 27tr. De zijkant van het
blik is dus een rechthoek met lengte 2717 en hoogte h. De opper-



vlakte van de zijkant is dus 27trh. De totale oppervlakte van het
materiaal van het blik is dus

Opp(r, h) = 2mrh + 277

De inhoud van het blik (een cilinder met grondvlak 7r?) is
7r?h. Gegeven is dat de inhoud 750 cm? is. Dus 7tr?h = 750,
hieruit volgt h = % Substitueer deze h in de formule voor de
oppervlakte van het blik:

1500

750 ) )
O =2nmr—s +2 = —+2
pp () r p— + 27tr . + 27tr

Het gaat er nu om een minimum van deze functie te vinden. Dus

Opp/(r) = —? +4rr =0

Dus —1500 + 4773 = 0, dus r° = %, oftewel r = ¢/ % ~ 4.92.
Het maken van een tekenoverzicht van de afgeleide leert dat

bij deze waarde van r de oppervlaktefunctie inderdaad een

minimum bereikt. En dan is h = % ~ 9.86.
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Uitwerkingen hoofdstuk 8

Jury

[S)

+

Ul

o))

~

%

10.

11.

12.

13.

14.

1
. / xdx =
0

2 .
. cosxdx = sinx
Jo

7T
. / sinxdx = —cosx‘
Jo 0

2 _ 1 _n_1 . .
x ‘0—2 0 = 5. Zie figuur 16.1.

NI—

1
/ —xdx = —%xz‘ = —1—(-0) = —1. Zie figuur 16.2.
0

1
./Oxz—i—xdx:(%ﬁ—&—%xz)' =1+l-0=2

2 2
‘/3ﬁ+ax+1w::u3+ﬁ+xw0=8+4+2—0=14
0

T

S NN

=sinf —sin0=1-0=1

T
= —cost — (—cos0)

= ()= (-1)=1+1=2

s T

/ x —sinxdx = (%x2+cosx) ’0
0

—_
I
NI—
:1

N
|
N

= %nz—i-cosn— (0+cos0) = %7#4_ (-1) —

1 1
/ x4+3dx:%x5+3x’

-1 —

=
o

2+ x

WIN - NI= I

X0 — %x4+3x2+7x

Methode 1: Haakjes uitwerken levert f(x) = x? 4 2x + 1, een
primitieve is %x"’ + x% 4+ x.

Methode 2: Een primitieve van x? is 1x3, dus probeer 1 (x +1)3
als primitieve van (x + 1)2. Differentiéren (met de kettingregel)
van 1(x + 1) levert het goede resultaat, dus is 1 (x + 1)3 een
primitieve.

Methode 1: Haakjes uitwerken levert f(x) = 4x% + 4x + 1, een
primitieve is %x3 +2x2 + x.

Methode 2: Een primitieve van x2 is 1x3, dus probeer 1 (2x +1)3
als primitieve van (2x + 1)2. Differentiéren (met de kettingregel)
van (2x +1)3 levert (2x +1)2-2.

Dit is een factor 2 te groot, dus is 1 - 1(2x +1)3 = 1 (2x +1)% een
primitieve van (2x + 1)2.

2

2

Methode 1: Haakjes uitwerken levert f(x) = 9x% — 12x + 4, een
primitieve is 3x% — 6x% + 4x.

@)

1 X

Figuur 16.1: De oppervlakte tussen

grafiek en x-as op het interval (0,1]

ie 1
18 5

Figuur 16.2: De ‘oppervlakte’ tussen
grafiek en x-as op het interval (0,1]

: 1
18 —3

Uitwerken van de haakjes van het
antwoord 3 (x + 1) van methode 2
levert %x3 +x? 4 x+ % Dit verschilt %
van het antwoord van methode 1. Dat
is toegestaan, want primitieven van
dezelfde functie kunnen een constante
verschillen.



76 ANALYSEBOEK

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Methode 2: Een primitieve van x?

is 1x%, dus probeer 1(3x —2)3
als primitieve van (3x — 2)2. Differentiéren (met de kettingregel)
van 1(3x —2)3 levert (3x —2)2 - 3. Dit is een factor 3 te groot, dus

is 1+ 1(3x —2)% = §(3x — 2) een primitieve van (3x — 2)2.

flx) = x2, een primitieve is %x% = 2x%/x

[}

x) = x3 + x~ %, een primitieve is 2x7 +2x3 = 2/x(1x3 +1
P 7 7

1
f(x) = x72, de primitieven zijn F(x) = —x~ 1+ C = -+ C

flx) = %% = 1x72, de primitieven zijn F(x) = % x4+ C= % . —% +C= —% +C
f(x)=3- %, de primitieven zijn F(x) = 3In x|+ C

f(x) = x72—x73, de primitieven zijn F(x) = —x~ !+ x 2+ C= —% + 21? +C

In figuur 16.3 zie je dat dat f(x) = arcsinx en g(x) = — arccos x 3

dezelfde vorm hebben, en ten opzichte van elkaar in de y-
richting verschoven zijn.

De verschilfunctie is f(x) — g(x) = arcsinx — (— arccosx) =
arcsin x + arccos x. Volgens opgave 69 uit hoofdstuk 4 is dit gelijk

1
aan 5 7T.

[V3x2dx = [3xdx = V3 [x/dx = V3.3 +C =
33+ C

Een primitieve van % is 24/x, dus probeer 2v/x + 3 als primi-

tieve van ﬁ Differentiéren (met de kettingregel) van 2+/x + 3

levert het juiste resultaat, dus f ﬁ dx =2y/x+3+C

Een primitieve van x'/* is £x”*, dus probeer £ (3 — 6x)”* als
primitieve van (3 — 6x)"/.

De afgeleide (met de kettingregel) van 2 (3 —6x)*/* is (3 — 6x)'/* - —6,
een factor —6 te groot.

Dus [(3—6x)/dx=—1-2(3—6x)/*+C=—-%(3—6x)"*+C.

fx—fllfxdx: 12 +3(1-x)""+C
[ sin2xdx = —%cost—kC

Volgens paragraaf 4.13, formule 10 is
sin(7t — x) =sinmcosx — cos wsinx = 0 — (—1sinx) = sin x.

arcsin x

|
s

1—7T

— arccos x

Figuur 16.3: Het verschil tussen

arcsin x en — arccos x is

Dus [ sin2x + sin(7r — x) dx = [ sin2x +sinxdx = 1 cos2x — cosx + C

[ cos(ax +b)dx = %sin(ax—i—b)%—c
e —xdx=e"—1x2+C
[e¥dx=1e?* +C

[Ldx=[eXdx=—e"+C=—-%+C

1
7T
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33
34-
35
36.

37
38.

39

40.

41.

42.
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fex+1+\/e7dx:fex“—i—e%xdx:e"*l—i—Ze%"—i—C:e"+1+2\/e7+c

1 — [p—3x+l gy — —lx+1 — 2
f\/ﬁdx—fe 1%t gy = _pem2¥t —i—C——\/ﬁ%—C
J3x?+3—5dy= [3x* +4x ! —2x 2dx = x> +4In|x|+ 24+ C
[ 73*2;;7362 dx = [3x7'2 —2x'2 4 72 dx = 6x'/* — §x°/2 + Bx*/2 4 C

[ —2sin(3x —2)dx = 6cos(3x —2)+C

[3(1—3x)Bdx=—-} —2-31—-3x)2+C=2(1-3x)2+C
[t dx=—-8In]1—nx|+C

J6+ x26+1 dx = 6x + 6arctanx + C

In figuur 16.4 zie je de grafiek van f. Volgens stelling 8.14 geldt:

fo x)dx = fo x)dx + fl x) dx.

Dus
2 1 ) 2 Figuur 16.4: De oppervlakte onder
/ f(x)dx = / x“dx + / (—x+2)dx de grafiek bestaat uit twee gedeelten
0 0 1 1.2
1 ) IenIImetI—fox dxenll =
:%xg‘o—i—(—%xz—i—Zx)‘l JH(—x+2)dx
1 1 _1 1_5
=i+ (-2+4-(-1+2) =}+1=}
De grafiek van f(x) = x(x — 2) is een dalparabool met nulpunten

bij x = 0 en x = 2, en de grafiek van g(x) = (2 — x)(2+ x) is een
bergparabool met nulpunten bij x = 2.

Uit f(x) = g(x) volgt x> —2x = 4 — x%,dus 2x*> —2x —4 = 0,
oftewel x> — x —2 = 0, dus (x —2)(x + 1) = 0. Dus f en g hebben
snijpunten bij x = —1 en bij x = 2. De grafiek van f en g zie je in
figuur 16.5.

De oppervlakte van het ingesloten gebied is

[ st fyax= " a2 (2 - 2max

-1

2 2 4
= / —2x% 4 2x + ddx = (—2x% 4+ x% + 4x) Figuur 165: f(x) = x* —2xen
-1 3 -1 g(x)=4—22

=% 44+8-(3+1-4)=9

Uit f(x) = 0 volgt x(x? — 1) = 0, dus heeft f nulpunten bij x = 0
en x = £1. Uit g(x) = 0 volgt —x? + 1 = 0, dus heeft ¢ nulpunten
bij x = £1. De nulpunten bij x = £1 zijn dus tevens snijpunten
van f en g, zie figuur 16.6.

De oppervlakte van het ingesloten gebied is

1 1
/ g(x)—f(x)dx:/ —x2 41— (x®—x)dx
-1 J-1

1
:/1—x3—x2+x+1dx:(—%x4—%x3+%x2+x)

+i+1-(—3+3+3-1)=-3+2=13

ESTN
()-)\H
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

Figuur 16.6: f(x) = x> —xen
g(x)=—-x2+1

Stel p =6 — %x, dan is Z—x = f%, dus dx = —2dp. Substitueren le-
vert [(6—1x)Pdx= [p> —2dp=-2-1p°+C=-1(6-1x)°+C

Stel p = 4x +2,danis d =4,dusdx = 1 dp. Substitueren
_6 4. 14 3. 1,34
J (axt2)% =Jépt-gdp=35-—3p 2(4x+2)3 +C

Stel p = x2 + 3x + 5, dan is %’ = 2x + 3, dus (2x + 3) dx = dp.
Substitueren levert [9(x2 + 3x +5)2(2x +3)dx = [9p?dp =3p®> +C =3(x* +3x+5)>+C

Stel p = 2x + 7, dan is Z—i = 2,dus dx = %dp. Invullen levert
[(2x+7)%dx = fp%dp: % AP+ C=H2x+7)°+C

Stel p =4 —2cos ¢, danis 7 = 2sin ¢, dus sinpdg = 1dp.
Invullen levert
[(4—2cosg)}singdp = [pP3dp=3ip*+C=4(4—2cosg)*+C

Stel p = 4 — x?, dan is Zx = —2x, dus xdx = —1 dp. Substitutie
levertfxe‘*"dx:fﬁ —ldp=-let +C=- 14x+C

Stel p = 3x*> — 5, dan is dp = 6x, dus xdx = & dp. Substitueren le-
vert [x(3x2—5)dx= [p-tdp=1-Ip*+C=5(Bx2-5)2+C

Met de substitutie van opgave 49 wordt dit:
[x(3x2 —5)0dx = [ p*. 1dp— = 51p51+C— 3—(3x2—5)51—|—C

Zie eventueel opgave 8 uit hoofdstuk 7 voor het functieonder-
zoek van f. Het gevraagde gebied zie je in figuur 16.7.

4x

[ i . =
y Figuur 16.7: f(x) R

| f I

Q

—_

=
=y

3
De oppervlakte van het ingesloten gebied is / x47x dx. Stel
0

p=x*+1,danis d = 2x, dus 4x dx = 2dp. Substitueren levert

3 4x (3) 2 3) SN
/O Tﬂdx—/(o) ;dP—ZInIPI)(O)—zmu +1|‘O—21n10~4.6052
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52. Stel p =% +9 = Z—ﬁ = 2x, dus 2x dx = dp. Substitueren:

2x 1
/ X249 dx = / E dp =In ‘p‘ +C= 1n(x2 + 9) +C Wegens x2 +9 > 0 zijn absoluutstrepen

niet nodig.

53. Stelp = 2 +9 = 2—5 = 2x,dus xdx = %dp. Alsx =0isp =9,
als x = 4 is p = 25. Substitueren:

/4 X d /25 1 1d
X = _ . =z

0 (x249)2v/x2+9 9 p2/p ? P

- 1,._2,-3

:zg pzdp:z._ger

_liﬁ__l LI
3pyPlo  3\25-5 9.3
1 1 98

31~ 375 = 10155 ~ 0.0096790

54. \/—x ziet er een beetje vreemd uit, maar het gaat goed omdat
x tussen —16 en 0 ligt. Toch is het minteken onder de wortel
vervelend. Dus stel p = —x, dan is Z—Z = —1,dus dx = —1dp. Als
x = —16,is p = 16. Als x = 0 is p = 0. Invullen levert

0 0 0
V=xd :/ _1d :—/ 12 4
/16 rox 16\/? P 16P P

0
—O__*3'16 2—*3'16 ]. - 3

_2

3
= 3p/2

16
55. Stelp=x+1=dp=drenx=p—1.

/x\/mdh/(;ﬂ—l)ﬁd;?:/;?%—p%d;ﬁ:%zﬂ%—%phc
—2(x+1) —2(x+1)i4C
=2(x+1)2Vx+1-3(x+1)Vx+1+C

(x+1)Vx+1(3(x+1)—3%)+C

:(x—l—l)\/m(%x—%)jLC

56. Stelp:ﬂ:x:pzen%:;W:ﬁ,dusdxzzpdp.Dus:

1 1 1
d:/i-Zd:Z/—d — 2] 1+ C =21 1) +C
/Hﬁx 2y 2pap o1 nlp+1|+ n(vx+1)+

Wegens v/x + 1 > 0 zijn de absoluut-
strepen niet nodig.

57. Deel teller en noemer van de integrand door a:

1 1/a 1/a

2+a 1x2 41 - <%x>2+1
a

Dit invullen in de integraal:

Jomt =] ™
()
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Stel nu p = ﬁx, dus % = % endx = \/adp.

1 o1 1 _1/ L

/x2+adx“/<1x>2+1dx“ p2+1 Vadp
va

arctanp + C

f
= ﬁ arctan (%x) +C

58. Neem f(x) = xen g'(x) =e¢".

/xe"dx:/xdex:x~ex—/e"dx

=xet —e*+C

59. Neem f(x) = x en ¢/(x) = e 2~

_ _1,-2x 1 ,—2x _ _1.,,-2x ;1 —2x
=x-—ze /ze dx = —5xe +2/e dx

60. Neem f(x) = x en g’(x) = sinx.

/xsinxdx:/xd(—cosx)
:x-—cosx—/—cosxdx:—xcosx+/cosxdx

= —xcosx+sinx+C

61. Stel f(x) =Inxen ¢'(x) = x?, dan is

/lenxdx: /lnxd(%xg’)
zlnx-%x3—/ Pdlnx =Inx- /%
3

3 1 2 4 _ 1.1,
xlnx—g/x dx = xlnx 33X

R\H
><

Q= Q=

lnx — %xg +C
62. Stel f(x) =Inxen ¢ (x) = \/x. Dan is

/‘\/Elnxdx: %/lnxd(xs/2 =2 Inx - 3/ X dinx

= 2xy/xInx — / 322 dx—fxflnx—f/fdx

== éxﬁlnx_égxf+c
=2xy/x(Inx—3)+C

63. Bepaal eerst de gevraagde integraal [ In? x dx zonder grenzen.
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Neem f(x) = In?x en ¢’ (x) = 1 (als in voorbeeld 8.31)
/lnzxdx:xlnzx—/xdlnzx:xlnzx—/x~21nx~%dx
:xlnzx—Z/Inxdx

De laatste integraal is standaard, zie paragraaf 8.24,
dus [In®xdx = xIn?x — 2(xInx — x) + C.
Met grenzen:

e e
/ (Inx)?dx = xIn®x — 2xInx + 2x )
1
—elne—2¢elne+2 —(1-1n*1—2-1-In1+2-1)

=e—2e+2e—(0-0+4+2)=¢—-2

64. Je kunt de integrand splitsen in x sin x en x cos x. De integraal
| xsinx dx staat in opgave 60 en de integraal [ x cosx dx staat in
voorbeeld 8.29. Dus

s s 7T
/ x(sinx—i—cosx)dxz/ xsinxdx+/ xcosxdx
0 0 0

7T
= —xcosx+sinx+xsinx+cosx’

= —7Tcos 7T + sin 7w + 7wsin 7t + cos T — (—0cos 0 + sin0 4 0sin 0 + cos 0)

=m+04+0-1-(04+0+0+1)=m—2

X

65. Neem f(x) = x?>en ¢'(x) = e~
/x2 e dx = /xzd (—e™) =2 e - / —e ¥ dx?
= —x%e "+ /67" 2xdx
= —x%e " 42 / xe ¥ dx
Bereken de laatste integraal, [ xe™* dx, apart:
/xe*xdx = /xd (—e™)
=x-—e - /—e_"dx
= —xe ¥+ /e*x dx=—xe " —e*+C
Dus

/x2 e Ydx = —x%e ¥ —2xe ¥ —2e ¥+ C=—¢* (x2 +2x + 2) +C

66. Neem f(x) = ¢** en ¢’(x) = sinx

/ezxsinxdx = /ezxd(—cosx)

= —cosx—/—cosxd(ezx)

—e* cosx + /cos x -2e%dx = —e* cosx + 2 / ¢ cos x dx

)
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Neem de laatste integraal, f e2* cos x dx, apart:
/ e?* cosxdx = /ezxdsinx = e sinx — /sinxd(e2x) = e sinx — 2/62" sin x dx

Merk op dat de laatste integraal identiek is aan die van de op-
gave. Het lijkt alsof je niets bent opgeschoten, maar dit resultaat
invullen in (*) levert

/ez" sinxdx = —e** cos x + 2(e* sinx — 2 / e?* sin x dx)
Stel nu I = [ ¢**sinxdx. Dan geldt dus:

I=—¢*cosx+2 (ezx sinx — 2[)

Oftewel

51 = —e** cos x + 2¢** sin x
Dus

I = —%62" cosx + %ez" sin x
Conclusie:

/62" sinxdx = —%ezx Cos X + %ez" sinx +C
-1
67. /arccosxdx = arccos x - X — /xdarccosx = X arccos x — /x —dx
V1—x2
X
= xarccos x + / —dx
V1—x?

Stel p(x) = 1 — x?, dan is % = —2x, dus xdx = —}dp. Substitue-
ren in de laatste integraal levert:

= xarccosx—/ dp = xarccosx — /p+C = xarccosx — /1 —x24C

1
2\p
/arccosx = xarccosx —vV1—x2+4+C

Dus

1
68. /arctanxdx:arctanx~x—/xdarctanx:xarctanx—/xil_l_xz dx
' x arctan x / il dx
= xarctanx — | ——
1+ x2

Stel p(x) = 1+ x?, dan is Z—Z = 2x, dus xdx = 1dp. Substitueren
in de laatste integraal levert

1
= xarctanx—/; -3 dp = xarctanx — %ln(l—f—xz) +C

Dus Wegens 1+ x? > 0 zijn absoluutstrepen
. 2 . .
/arctan x = xarctanx — 1 In(1+x?) +C inIn(1+x°) niet nodig.

1
69. /x+3dx_1n\x+3|+c

1 1
70. /Zx_sdx:51n|2x—3|+c
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1 _1
. /ax+bdx—aln|ax+b|+C

. Stelp:ax—l—b,danisg—g:aendx:%dp. Dus

I IR R
/(ax+b)”dx_a/p”dp_a/P ap

1 1 —n+1 — 1
a —ni1l +C_a —n+1
-1
= C
a(n —1)(ax + b)n—1 +

(ax+b)"1 4 C

/¥dxf/;dxmeto ave 57 volgt:
2rox+s5 ) rnZ+at pgave 57 voigt

1 1 _1 1
/(x+1)2+4dxfﬂarctan(\/i(x—i—l))—l—cf2arctan<2(x—|—1))+C

1 1 1
. —  dx = 1/711 — l/id
/2x2—8x+10 T s s T2 —2z 1™
Met opgave 57 volgt nu:

1 [ 1 11 1/,
j/mdx—z ﬁarctan(ﬁ(x 2))+C

Merk op dat de teller van de integrand de afgeleide is van de

noemer. Stel p = x? + 2x + 5, dan is Z—z = 2x +2endus

2x +2dx = dp. Invullen

2 2 1
/zde = /—dp =1In|p|+C=In(x?>4+2x+5) +C Omdat x2 +2x +5 = (x+1)2 +4 > 0,
X +2x+5 p zijn absoluutstrepen in In(x? + 2x + 5)
niet nodig.

De integrand kun je splitsen in die van opgave 775 en die van
opgave 73:

2x 43 2x 42 1
_XTe g :/701 /711
/x2+2x+5 * I Ll v P

= In(x* + 2x +5) + 4 arctan (%(x + 1)) +C

Het zou mooi zijn als in de teller 2x + 2 (de afgeleide van de noe-
mer) komt te staan . Vermenigvuldig daartoe teller en noemer
met 2:

/ x+3 dx—l/ 2x + 6 dx
x24+2x+5 " 2] x242x+5
2x +2 4
1/ _ =T g1/ _ = 4
2/x2+2x+5 x+2/x2+2x+5 *
Met opgave 75 en 73 volgt nu:

[ 252 25 5 (1) o
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78. Het zou prettig zijn als in de teller 2x 4 2 komt te staan (dat is de
afgeleide van de noemer). Nu is —x = f%(Zx +2)+1. Dus

—Xx 2x+2 1
S | :_l/id /751
/x2+2x+5 SR B o R e T
Met opgave 75 en 73 volgt nu:

—x
/mdx = —3In(x? +2x +5) + L arctan (%(x—b—l)) +C

79. Neem f(x) = In(x? + 1) en ¢/(x) = 1 (als in voorbeeld 8.31)

/ln(x2 +1)dx =xIn(x* +1) — /xdln(x2 +1)

xln(x2+1)—/x~sz+1-2xdx

-2
— 2 x
= xIn(x +1)—2./ mdx

De laatste integrand is een rationale functie. Een staartdeling
levert

RS

2 +1 X241
De integrand is in deze vorm makkelijk te integreren, omdat er
twee standaardfuncties staan:

1
/1—mdx:x—arctanx+c
Dus

/ln(x2 +1)dx = xIn(x* +1) — 2x + 2arctanx + C

80. De graad van de teller is hoger dan die van de noemer. Een
staartdeling levert
2x3 —5x* —4x +16 4x —4

—2r 54 2=
x2—4 : +x2—4

De noemer x2 — 4 kun je ontbinden in (x — 2)(x +2), dus stel

4x — 4 4x — 4 A B

x2—4  (x—=2)(x+2) x—2 %42

Links en rechts met (x — 2)(x 4 2) vermenigvuldigen leidt tot
4y —4=A(x+2)+B(x—2)

Uit x = —2 volgt —12 = —4B, dus B = 3.
Uit x = +2 volgt 4 = 4A,dus A = 1.
Dus x4 = ! + > .

(x=2)(x+2) x—-2 x+2
Nu nog integreren:

" 2x3 —5x2 —4x + 16 1 3
d :/2 54— d
/ x2—4 x X Jrx—2+x—i-2 X

1 3
—I/Zx—de+./x_2dx+/x+2dx

=x*>—5x+Injx —2|+3In|x+2|+C
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81. De graad van de noemer is lager dan die van de teller, en de
noemer is al ontbonden. Dus stel

4x2 -2x+6 A .. B C
(x+3)(x—1)2 x+3 x—1 (x—1)?

Links en rechts met (x + 3)(x — 1)? vermenigvuldigen leidt tot
43 —2x+6=A(x—1)2+B(x —1)(x+3) + C(x +3)

Uit x = —3 volgt 36 + 64+ 6 = 16A,endus A =3
Uitx =1volgt4—-2+6=4C,endusC =2

Alsje A = 3 invult, en links en rechts de coéfficiénten van x?

vergelijkt, krijg je
4x2... :3x2...+Bx2...

Dus 4 = 3 + B, oftewel B = 1. Nu nog integreren:

/4x2—2x+6 dx_/ 3 1 2 .
(x+3)(x—1)2"7"  J x+3 x—1 (x—1)?

2
:3ln|x+3|+ln|x—1|—xj+c1

82. De graad van de noemer is lager dan die van de teller, en de
noemer is al ontbonden. De kwadratische term in de noemer is
irreducibel. Stel

452 — x +17 A Bx+C

(x—=1)(x2+9) x—1 x249

Links en rechts met (x — 1)(x? 4+ 9) vermenigvuldigen levert
4% —x +17 = A(x* +9) + (Bx + C)(x — 1)

x = 1 invullen, betekent 4 — 1+ 17 = 10A, dus A = 2.
A = 2 invullen, en de haakjes uitwerken leidt tot

4y —x+17=2x2+18+ Bx2 —Bx+Cx—C

Coéfficiénten van gelijksoortige termen vergelijken:
Coéfficiénten van x2: 4 =2+ B, dus B = 2.

Coéfficienten van x: —1 = —B+ C,dus C = 1. Nu kun je
integreren:
4x? —x+17 2 2x+1
[ R 2w,
(x—1)(x2+9) x—1 x2+49
2 2x 1 _
= / Y—1 + 219 + 219 dx Zie ook opgave 52 en opgave 57

=2In|x — 1| + In(x* +9) + } arctan (%x) +G

83. De noemer is ontbonden in tweevoudige irreducibele factor. Stel

2x3+16x_Ax+B+ Cx+D
(x249)2 2249 (x2+9)2
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84.

85.

86.

Beide kanten met (x* + 9)? vermenigvuldigen levert
2x% 4 16x = (Ax+ B)(x* +9) + Cx + D
Haakjes uitwerken
2x% +16x = Ax® + Bx* + 9Ax + 9B+ Cx + D

Coéfficiénten vergelijken levert meteen A = 2 en B = 0. Deze

waarden invullen levert C = —2 en D = 0. Dus
/Zx +16x _/ 2x Jx
(x2+9)? 249 (x2+9)?
=1 9 C
n(x* +9) + 219 +C3

Partieel integreren levert
/(1 —x)e Ydx = /(1 —x)d(—e )= —(1—x)e > — / —e *d(1—x)
=—(1—-x)e*— /e_x dx

=—(1—-x)e*+e*+C

xe ¥ +C
Verder is
« R R 1 1 1
1—xe_xdx:1imxe_x’ =lm w—-=0—-=-— i imiet 7 i .
A ( ) R0 1 Rs00 eR e e Zie standaardlimiet 7 in paragraaf!s.17.

De integrand is een continue even functie, dus je kunt volstaan

© 1
met het berekenen van / —dx.
0 er+e*

P'—= ¢ =p dusdx = %dp. Substitueren

Stel p = ¢*, dan is 2—3{
levert

1 1
[ae= [y
X —X 1 p

¥ te p+1

1
= / dp = arctan p 4+ C = arctane® 4+ C

pr+1
Verder geldt:
o0 1 R 1
/ ————dx = lim —dx
0o e*+e ¥ R—ooo Jo eX¥+e "
R
= lim arctane®
R—oo
VST S
= 1. R —_ O = —— — = —
Rl_r>rolo arctane arctane > 1 1
© 1 T
Dus [ oo =3
De integrand is discontinu in x = —1 enin x = 0. Alleen x = 0

ligt in het integratie-interval. Splits de integraal bijvoorbeeld bij
x=1:

o 1 1 1 o 1
I (x+1)\/§dx:/o (x+1)\/§d"+/1 GrDvE™
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Stel p = \/E,danisg—ﬁ = 2\f,dus ﬁdx = 2dpenx = p?.

Substitueren:

1 1
et = [ v = 2arctanp + € = 2arctan Vi - C
Dus

L S|
/0 (x+1)\/§dx+./1 (x+1)\/§dx

1 R
x| + lim 2arctan/x
a R—o0 1

= 2arctan1 — 2arctan0 + 2 Rlim arctan VR — 2arctan1 = 2 =7
— 00

T
2
Dus/oo#dx—rf

o (x+1)yx =

De integrand is discontinu in beide grenzen van het integratie-
interval. De integrand heeft arcsin x als primitieve. Er geldt:

= lim

1 1
/—1 1—x? al— 1/ \/1—x th/ \/l—x

=0- lim arcsina + lim arcsinb — 0
al—1

7T 7T
7_(_5)—'—5771

De integrand is discontinu voor x = 0. Er geldt:

0 1 2 b
L gy = lim / dx = lim 3x3
/71\3/} e im 3t |

— 1im 3b5 — 3(—1)5 =0 —
im 5 5(-1)

YR = =1

NI

NI
—
|
—
=

Met partiéle integratie vind je / xe*dx = xe* —e* + C, zie
opgave 58. Dus

0 0
/ xetdx = lim (xe* —e¥)

— R——c0

R

O — lim (xeR —eR)
R——o0

=0-¢0—¢

Zie standaardlimiet 8 in paragraaf 5.17.

Er geldt: 11m xe* =0en lim ¢*=0.

X——00

0
Dus/ xetdx = -1
—0

De integrand heeft een oneindige discontinuiteit bij x = 0. Een
primitieve van Inx is x Inx — x, zie voorbeeld 8.31. Dus

1 1
/ Inxdx = lim(xInx — x)
0 al0

a

=1-In1—1-1lim(alna —a)
al0

Er geldt lifn xInx = 0, dus ook liin(a Ina — a) = 0. Zie standaardlimiet 6 in paragraaf 5.17.
x}0 al0

1
Dus/ Inxdx = -1
0
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91. De integrand is discontinu in x = 2, middenin het integratie-
interval. Dus

31 2 1 3 1
dx = —d d
/4x—2 X /71x—2 x+/2 x—2 X

b

= lim dx + lim dx

m2J-1x—2 al2 Ja x—2

b 3
:limln|x—2|‘ +limln|x—2|’
b12 -1 al2 a

=limIn|b—2| —In| - 3| +1In|1| — limIn |2 — 2|
b12 al2

Zowel lblgl In|b — 2] als lifrzdn |a — 2| is divergent, dus is ook
a

51
/7 x 2 dx divergent.

92. Net als bij de vorige opgave is de integrand discontinu in x = 2.

-1
Een primitieve van G2 =(x—-1)2is —(x—2)"1 = Pt
Dus
51 21 31
s [t [
L G202 T G2, o™
im [ dxtlim [
~ o2 ) (x —2)2 x+a1£r21(a (x —2)2 *
T -1 b T -1 3
=il il
-1 1 -1
=lim_———-—1-1i
b2b—2 3 a2 a—2
Zowel lbigb_2 als 13{?01—2 is divergent, dus is ook /_ o2
divergent.

e
93. / Inxdx =xInx —x
1

¢ Inx

zie opgave 93 1

e 1 e
10 _ _ — ] = —
94- /1 logxdx = | 1n10dx’1n10/1 Inxdx mi0 |~ Inio

95. Stel dat F(x) een primitieve is van f(x), en a € R. Dan is

/,Zf(x)dx:/joof(x)dx-F/awf(x)dx

= lim F(x)

S——c0

R

Z + lim F(x)

R—0c0

a

= F(a) —Sgrzlool-"(x) —l—RliilgoF(x) — F(a)

= lim F(x) — lim F
R F) = fim )

De laatste uitdrukking is onafhankelijk van a, dus welke waarde
je voor a kiest maakt niet uit.

dx

e
l:elne—e—(1~1n1—1):0—(0—1):1
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96. Als p > 1 geldt:

IS o0 R
/ L dx = / xPdx = lim #x_’”‘Irl ‘
1 N1

xP R—oo —p+1 1
= lim ( ! R‘pH) -
R—oo \ —p+1 -p+1
_ 1 lim < 1 >_ 1 Wegens p > 1isp—1> 0,endusis
—p+1Rs \RF1)  —p+1 Jim < 1_1> —0
1 1 1 e AR

00— =
-p+1 -r+1 p-1

Voor p =1 geldt:

3 R
/ 1dleimlnx’ = lim (InR) - Inl =00 -0 =00
10X R—00 1 Rooeo

Als p < 1 geldt (net als bij p > 1):

/ idx ! lim (R*pﬂ) _ 1
1 xF —p+1R>e -p+1

Wegens p < 1is p—1 < 0,en dusis —p+1 > 0. Hieruit volgt dat

Dus voor p < 1is de integraal divergent, en voor p > 1 conver-
gent met waarde ﬁ

97. Voor p < 1 geldt:

11 1 1 1 1
/ —dx = / x Pdx = lim/ x7Pdx = lim ————xP*!

0 0 al0 Ja alo —p+1 a
Ak

—-p+1 —p+1alo

Wegens p < 1is p—1 < 0,endus —p +1 > 0. Hieruit volgt dat
lima\w a Pl =0.

1
Dus de integraal is convergent met waarde = —.
-p+1 1-—p

Voor p =1 geldt:

11 1
/ —dx =limlnx
0 X al0

a

=Inl—limlna =0— (—c0) =00
al0

Voor p > 1 geldt:

1
ialx - limg P!
o xP —-p+1 —p+1alo

Uitp > 1volgtp —1 > 0endus —p + 1 < 0. En dus bestaat
lim,oa T niet.

De integraal is dus divergent voor p > 1 en convergent voor

p < 1 met waarde I



